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"文革"结束后恢复招收研究生，胡济民先生找我给他新捆的两位研究生柴

发合与范希明讲量子场论.那是 1979 年初秋，我刚刚给王军博他们班讲完电磁

学.玉竹溪先生知道了这事，让他新捆的研究生(也就是我的师弟)郑小鹿也来

昕.地点安排在北大一教 307‘那是个可以坐一百多人的大教室，教务员说没有

小教室了.记得第一堂课我夹着几本书和提纲就去了，心想只有几人，完全可以

坐下来面对面轻松自由地讨论.到教室一看，我才嵌那场面惊得呆住.原来教室

的课椅已经坐满，没有座位的人只好从旁边的教室去搬(那时的桌椅是活动的，

还没有固定在地上).到那时，我已经成为过了河的卒子，没有退路，只能硬着头

皮走上讲台.看看下面，除了柴、范等几位，还有许多同事，甚至也有我的老师

辈在座.除了本系本枝，还有外校以及科学院和北京原子能研究院的，年纪多数

与我相仿.当时拨乱反正，百废待兴，人称又一个科学的春天，大家对未来充满

了热情的憧憬与希望.

我学量子场论始于昕胡宁先生的课，当时胡先生的书还没有印出来，朱棋

元先生的油印讲义全班只有一本在下面传.那时量子场论与原子核理论(杨主

铭先生讲)都属于保密课程，笔记本是发下来的统一编号的保密本，课后又都交

回保密室，个人没有留下文字的记录①.记得课后与我同班的朱保如就开始译
Schweber. Bethe 和 de Hoffrnan 的 Meson.~ 刷刷出.他毕业后去跟了张宗耀先

生，不知最后译完了没有.那时重正化理论还没有获诺贝尔奖.听说玉竹模先生

也做了很多重正化的演算，算草在少数熟人中传看. 1965 年重正化获奖后，紧

跟着 1967 年 Glashow. Weinberg 和 Salam 的电弱统一模型确立， 1973 年又提出

QCD，杨 -Mills 规范场成为场论的核心，量子场论经历了一场革命性的转变.这

两大突破性进展及其所带来的革命性转变都发生在"文革"期间，我们一下子又

需后了十多年，南到了断层的低端.面对教室里这一百多双渴望求知的眼睛，我

只好临时抱佛脚，现学现卖.幸好那时李政道先生与黄克孙先生先后在北京科

学会堂与高能物理研究所礼堂开大课，我从他们二位那里学来，转手就搬到我

①邓稼先先生那前后在核武器研究所讲授量子场论，也是保密的课程，他的讲稿解密后发

表于《邓稼先文集)} .安徽教宵出版社. 2003 年.
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的课堂上，真正做了搬运工.

胡济民先生叫我讲量子场论，大概是因为他看过我做研究生的毕业论文，那

是关于超导体 Josephson 结理论基础的研究在固体凝聚态和结子统计中大量运

用量子场论方法，特别是超导电性理论.大家知道，虽子场论的大腕 Bogoliubo\'

对超导电性理论做过漂亮出色的工作.他把电子的产尘算符与i肖必算符叠加，引

进准粒子概念，就给出了 BCS 理论的结果.这真是神来之笔，令人倾倒.我自

来离开这个领域，改(故原手核理论，与粒子理论的关系就更在接和密切.不过，

我始终没有机会做过纯粹的粒子理论.

同样是理论物理学的基本理论，量子场论与量子力学的情况却并不相同.

量子力学在短短几年之中基本上就已经成熟与臻 F完成，所以 Dirac 的《量子

力学原理P 可以用了七八 1-年依然弥久不衰成为经典.其立几本量子力学初J创

时期的著名教科书，如 SODlI阳feld ‘ Krame阻 Fock 等的著作，今天拿来依然可

读，只是缺少现代的例子而已.而I盘子场论虽然只比量子力学年轻两岁，但若把

几本早期的名著拿来读，就会布恍如隔世的沧桑，布如看甘于最做历史的感觉.究

其原因在于，量子场论在 20 世纪 60 年代发生了→场 Veltman 在其诺贝尔演讲

中称之为"扭转心灵的转变而且至今仍在成民演化之中，尚未完成与定型.

在 20 世纪 50 年q~之前流行并被视为经典的 \\'cntzcl 的 Quantum Then叩 of

Fields. 现在早已鲜为人知. ，，)()~60 年代风行的 Heitler 的 111e Quantum Theo叩

of Radiation. Jauch 与 Rohrlich 的 The The01'y of Photon.~ and Electrons， 以及

Schweber, Bethc 与 de Hoffman 的 Mesons and Fields. 至IJ 60 年代就被 Bjorken

与 Drell 的两本书 Rdativ-istic Qua.ntum M echanics 和 Rr.lat川stic Quantu7n Fields 

所取代. 80 年代开始流行Itzykson 和 Zubcr 的 Quantum Field Theo叩，它属于

在发生了"扭转心灵的转变"之后不久写成的那一代教材.而可今的时尚，则是

Weinberg, Ryder. 徐一鸿 (A. Zee). 和 Peskin 与 Schroeder 了.在这个信息爆炸

的时代，知识更新迅速，理论进展加快，一部成功的教材，在市场上流行的生存

期也就是一二十年.

这种变迁的核心，主要是理论体系的表述与讲法.在飞Velltzel 和 Heitler 的

时代，使用的是 Pauli 的度规 123-1，公式中还保留 C 与 h. 从 Bjorken 与 Drell 开

始，度规就换成 Dirac 的 0123‘而 c 与 h 则更早就不见了①.这只是在形式上.
在理论原理和内容的表述i~讲法上，虽然 Feynrnan 的路径积分和 Schwinger 的

泛函方法早在 40"，， 50 年代之交就已经提出，但是 Bjorken- Drell 仍然与 Wentzel

①值得指出，邓稼先的《量子场论B 手稿中用的已经是 01钮，那大约是在 1958"'1960 年
见《邓稼先文集>> ，安徽教育出版社 2∞3 年. 219 页.
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一悻，是正则量子化.路径积分和泛函方7ldE ItZykSOll 和1 Zllber 的书中已经奇

系统的叙述，不过宣到 \\"eilll咒rg 利 1 Pl'唱kill-Schroeder.主线压是正则国子化，只

是路径积分与泛函分析所占分址越来越大.时 Ryder 和徐一鸿等人则已经把中

心和主线都换成了路径积分和lri函分析.将来如何发展还难以逆料，现在只能

说，路径积分与泛函分析已经;二世子场ik中不可或缺的重要部分了.

记得 1961 年周 jt; 召先生就为我们班卅j1 "量子场论中的泛函分析"这门

课，这是在~时还没干了写入任何-本书中的内容.即时他刚从杜布纳回来，既年

轻又潇洒.在实际 L 物理教学的发展总是要比物理学本身的发展落日→个相

位，而尽量跟上发展和缩小这个相差，则 j是每位教师努力迫求的目标，是物理教

学改革的主要方向和任务.特别是对于像址子场论这样本身还在发展与演化的

理论，教学就如同流水中的小啡，不跟着前进就是后退与情伍.时尚与潮流是文

化的一部分，而文化则是一种隐形但不可抗拒的力量，立在无形之中寻|导和支

配着物理教学发展的方向与潮流.

经过 20 世纪 60"， ìO 年代的大发展，址F场论已经不仅仅是一门问:奥的学

问，而更像是一种精湛的技艺.每一套精细纤巧而且专门的演算技巧，都可以写

成篇幅浩瀚的专门著作.现在鞋子场论的教件书也是林林总总，倍于数来就布

数十种.书也越写越厚，往往使初学者望而却步，而在另一方面，有兴趣和需要

学量子场论的人也越来越多.在这种情况1--，我相信一本跟随潮流而又卡分简

约的简明量子场i~在读者中仍然是育市场的.

\\íe阳berg 的书是三卷本大部头 Peskill 与 Schroeder 的书是八白-多页，

SiegeI 的电子版也有近八百页.这都是大匠们的宏幅巨著，我不敢攀比Dirac

写广义相对论只用几十页，更是高手神笔，令人高山仰 11:.找为自己设定的目

标，是控制在三面页主右.所以我把本书的重点放在单子场i仑的基本原理、理

论和概念，不打算深入许多数学推演与具体理论的细节.我的目标是针对具有

挟义相对论和非相对论量子力学基础的读者，为他们提供一个进入研咒 ι作所

必需又尽量简约的母子场论基础，使他们能够屹费尽量少的时间与精力，就可

以克服在了解蛙子场论时所遇到的主要障衅，并能进一步深入到他们所感兴·趣

的专门领域.所以本书起名《简明量子场论)> ，英文 Elt-:7Tu'nta:ry QlwnluT1/ Fidd 

Theory. 

按照这个目际，我的做法;@尽快直接进入具体物理和问题的讨论，对要用

到的基本原理采取渗透式的讲法，结合具体问题现用理讲，而不是先集中单强

和抽象地讲原理，再具体运用到不同的物理和问题.因为设定读者民有非相对

论量子力学和相应的数学基础，所以在讲旋址场的同时讲 Dirac 方程，在讲路径
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积分时讲一点泛函分析和 Grassmann ft数的 ABC，在讲维数正规化时补充 r 函

数和 Feynman 积分的知识.同样 Feynman 规则和?短阵的运算也不是一次

讲完，而是用多少讲多少，现用现讲.这种讲法在局部的逻辑性与系统性方面会

显得不够完美，但却突出了具体的物理和问题.这是鱼与熊掌的选择，见仁见智

就因人而异了.

此外，因为本书定位为简明量子场论，只阐述量子场论的物理与基本理论，

不攒及更深层的基础和数学结构，所以除非必须，我尽量避免使用专门的数学.

比如群论，这对于粒子物理是必需的数学手段，而对于一本简明的量子场论却

可以避开不用.所以本书没有使用群论，只是在个别地方用了群i仑的术语.这就

可以为没有学过群论的读者提供一个了解和学习量子场论的选择，而不必陷入

过多数学的困扰.二句然，本书更没有必要进入微分几何的圣殿，那完全是学过一

遍量子场论以后的下一步选择了.

本书包括引言、标量场、矢量场、旋量场、路径积分、散射振帽与 Feynman

图、 QED 、重正化、杨 -Mills 规范场和 QCD 、 Glashow-Weinberg-Salam 模型、

结语等部分.在用自由场的正则量子理论建立场的粒子图像之后，就进入路径

积分和泛函方法的讨论，在此基础上引进 Feynman 图给出 Feynman 规则.然后

着重讨论 QED (量子电动力学).给出一些基本 QED 过程低阶微扰的计算，和旋

量 QED 的单圈重正化，并给出 QED 可重正性的证明.在时论了 Abel 规范理

论的 QED 之后，接着又进一步讨论非 Abel 规范理论的 QCD (量子色动力学) . 

具体讨论了强相巨作用的渐近自由问题.在扼要介绍唯象处理弱作用过程的普

适 Fermi 相互作用和计算 μ 子衰变率之后，讨论了统一处理电磁与弱相豆作用

的 Glashow-Weinberg-Salam 模型，特别是使规范粒子获得质量的自发对称破缺

和阳回3 机制，以及使 Fermi 子获得质量的机制. QED 、重正化、杨 -Mills 规

范场和 QCD 、 Glashow-Weinberg-Salanl 模型这四部分是本书的重点，篇幅占

全书一半以上.不使用群论的理论和概念，不要求读者学过高等量子力学.对于

不想投入过多时间的读者，或对于学时不多只准备讲授一个学期的课程，我相

信这是一个恰当而值得考虑和推荐的安排和选择.

鉴于量子场论具有尚未完成与定型这一特点，许多定义和符号在不同作者

的书中不尽相同，往往有正负号和虚单位 i 以及知之类常数的差别，这无展为
读者凭空增添了不必要的麻烦与困扰.不过百花齐放百家争鸣，这是历来如此，

将来也绝不可能完全统一，我们只能接受和适应这个现实.而量子场论叉攒及
大量繁杂冗伏的计算，一不小心就会出错，一步错就常常是全盘输.所以学量子

场论不能只靠做题.学量子场论最好的方法，是跟着老师或书在丁左一步做计
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氢并且不要受老师或书本的约束A 要选择革合』己的主义却符号，检验i!.1判断

每一步运算的正误，归纳和设计 rl 己的逻辑和体系.这样在学完之后，你就有了

适合你臼己的量子场论.这无论对你将来的1:作还是进一步的学习部有翼大好

处，远远胜过你去做许多习题.事实上，这是学习理论物理的一般方法，尤其是

对于学习新的正在发展的理论.气然本书还是提供了一套 ~IE文紧密配合的在

传统意义上的练习题，以适合不同读者的需要.

虽然按照历史的发展和线索来经验地叙述物理是最直接和 n然的选择，但

历史往往不合逻辑.而正如 Einstein 所说，经验不是相信的依据..只有理论的

逻辑和演绎才能产生信心和力量.作为理论物理，本书选择逻辑的叙述而割舍

了经验的累积，只在少数地方做了历史的铺垫.不过，对r中国的读者，我们前

辈在量子场论发展的历史民河中参与和走过的足迹却是值得关注的.我没有全

面和具体的了解，只能就我个人所知，零星点滴地提到一些，以附注的形式提供

给读者.这里提到的有马仕俊、张宗锤、彭桓武、胡宁和杨立铭几位先生.他们

的工作，分别在 Welltzel. Hei t1er. .Jauch 和Rohrlich 的名著中被提到和受到了好

评.当然，贡献最大的是杨振宁先生和李政道先生，杨 -lVlills 这个名字会被惺久

地写入物理学中，宇称不守恒的发现则最终导致电弱统一模型的建立，这都已

经被写入了量子场论的正文.

在去年 12 月 8 !:I北大为胡宁先生逝世十周年暨铜像带成仪式举行的纪念

会上，马伯强教授问我最早在国内讲授量手场论的是谁，战告诉他很可能是马仕

俊先生.马仕俊先生 1935 年从北大物理系毕业 1937 年获中英庚款穿IJ剑桥跟

Heitler 做介子场论， 1941 年获博寸士学位后回同，任教于昆明西南联大，为本科

生讲"普通物理"、"力学"和"微子论" (即气体分子运动论上为研究生讲"理论
物理"和"原子核、场论杨振宁先生和!李政道先生都曾是他的学生.杨振宁先

生于 1943 年春昕过他的场论，课讲授得既清晰明白，又很有系统和深度.从"原

子核、场论"这个名称来看，这门蝶会讲授核力的介子场论，那时 Yukawa (溺川

秀树)的理论刚刚提出不久，这是气时量子场论发展的前附和热点. 19-16 年马

仕俊先生到普林斯顿高级研究院，那正是 Heist'ul>erg 的 S 姐阵理论在物理学中

产生强烈冲击的时候，他在那里发现了 S 炮阵著名的多余苓点.他 1947 年到都

柏林高级研究院. 19-19 年在那里指出 Fermi 处理量子电动力学方法的困难，这
导致一年后 Gupta-ß1culer 方法的产生①.在那个年代的中国理论物理学家中，

马仕俊先生是才华横i益成绩卓著的一位 1962 年初，在他创造力的鼎盛时期，

①参阅 T.D.L时 IUld C.N. y，抹ng. Obituary for Dr. Shih-Tsun T\ la , iu Chell 只 illgYall鸥 Selected

Papers. 1945-1980. 1L'!th commentarll , FreclI1町， 1983 , p.:124 
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他在澳大利亚悉尼黯然辞世，人尘的路途走得艰难而悲怆.在关洪教授的《胡

宁传》相本书作者的《严谨IJ简洁之美 五竹i晃一生的物理迫求》这两本书

中，都有提到他的地方.

本书是在我授课讲楠的基础上进一段i要理和发展而成.主要参考的书籍，除

了在上面提到的和在本书正文中引用的以外，还有丧忠平的《现代量子场论导

号 1)) (华中师范大学出版杜， 1992 年).曹吕棋的《肚子规范场ì~)) (高等教育出

版杜， 1990 年)，徐建军的 Q川71111111 Fipld ThfO叩( ((址手场论)) )(复旦大学出版

杜， 2004 年七戴元本的《相勾:作用的规m理论(第一」版)>>(抖学山版杜， 200.5 

年).赵光达的《量子场论讲义)) (电子版 200.'j年).李重生的《电弱相句:作用理

论(基础部分)>)(讲义， 2000 年~).以及罔外一些大学址子场i~讲义的电子版，还

有 Gordon Kane 的 A/odern Elcu /PlI tary Pm'fide Physics (Addison-Wesle~'‘ 1993). 

本书是阐述性的而不是研究性的，所以只在个别地方出出了原始文献.同样，本

书是阐述性而不是评述性的，所以尽量避免评述性的写沽，民在个别地方不作推

理与解释就瓦接写出了结论.实际上，本书的数学推演都力求做到能让读者一

步一步跟随下来，不作过分的省略与跳跃.按我的学习经验，任何高深的理论，

具体到每一步细节都不准.困难大都来1' 1 基础准备不足或推滴的省略与跳跃.

感谢高崇寿教授对书稿的审阅与推荐，特别是他建议我把动量空间场算符的

定义从欧洲 Itzyksoll-Zllber 和 R.nl('r 的形式换成美同 Bjorkell-Drell 幸n \Veinberg 
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大古洪炉铁未销，铸来虹岭插层霄.
群峰众整争朝拜，络阙玄都迥寂寥.
呼吸宦能通帝t费吉清无自着尘嚣.
凌 lti更有飘然想，只觉青冥不算高.

一二王惕山
《题铁峰庵B

1. 1 量子场论的性质与特点

量子场论是粒子物理的基本理论物理学的不同层次，有如下关系①:

实验仨=争唯象理论仨=争基本理论仨=争数学

在上述关系中，前两部分是实验粉1旦中间两部分是瘦论物理，后两部分则是数

学物理唯象理论是实验物理与理论物理的相交部分，它反映了我们对物理世界

初步的理解何认识;而基本理论则是理论物理与数学的相交部分，它反映了我

们对物理世界深入的理解和认识.

物理世界的最深层次，是由电子、中微子、夸克、核子、介子、光子、胶子、中

间玻色子……等等各种各样不同性质不同层次的粒子组成的粒子世界.关于

各种粒子的性质、特点、运动和变化，以及官们之间的相豆关系、作用与转化，

就是粒子世界的现象学.我们通过对粒子现象的综合、归纳、比较和分析，形成

了对粒子世界理性的了解和认识，这就是粒子物理学.而粒子物理学的基本理

论，则是量子场论.作为粒子物理的基本理论，量子场论是我们当今对粒子世界

最深层次的了解和认识.粒子物理还在探索发展之中，所以量子场论是一门还

在发展中的理论.

量子场论是粒子体系的动力学模型 粒子物理是在时空中的物理，时空坐

标 (t. I. y.;;) 是描述粒子运动的基本参数.粒子运动的主要特征，是它们在时空

中的产生和消夭.描述鞋子在时空中产生和消灭的量，是在时空中分布的场.这

种场描述的微观粒子具有量子性，所以宫是一种量子场.粒子之间存在相互作

用，所以在相应的场之间存在精合.每种粒子都有各自的性质与特点，这表现为

各种场的具体对称与变换性质.

①杨振宁， <<杨振宁艾集}> ，张奠宙编，主海师范大学出版社， 1991'1 1f., 841 页.



2 1 <i l 言

我们研究的对象是粒子，这种量子场只是用来描述位子运动的方式，也就

是一种用来进行分析和思考的模型.在这个意义上， 量子场论是关于各种缸子

体率的动刀学模型.

量子场论的基本原理与要求 量子场论在构造各种粒子体系的动力学模型

时，遵循下列基本原理与要求:

·相对性原理，这是因为微观粒子的运动速度可以接近甚至就是光速.所以，

量子场论是在四维 Minkowski 空间的物瘦，量子场的才程必 Jm具有ft. Lorentz 变

换下的协变性以及时空中的某丛对称性，满足微观因果性原理.

·量子力学原理，这是因为微观粒子具有量子性.所以， 量子场论又是在

Hi1bert 空间中的物瘦，描述粒子产生消灭的场量是耳符， {I高足一定的对易关率，

描述体~状态的是 Hilbcrt 空间夫量，它给出对现IJ 量结果的统计性预测.

·定域规范不变性原理，由它确定不同场之间的精合，即确定粒子之间的相

互作用.在粒子之间传递相瓦作用的，是巾这个原理引入的规范场的粒子.所

以， 量子场论的核心是规范场.拉子之间的相互作用是通过支接规范场的粒子

而实现的.

·内部空间对称性假设，这种内部空间是巾→些特定的场组成的.所以，量

子场论远是这种内部空间的物瘦，它给出丁特定位子的结构和分类，并，It定正重

论的整体位架和开j 式.

·可重正性，立要求世子场论中出现的元限大可以通过重新定义模型参量而

消去.所以， 任何现实的量子场论模型都必册是可重正化的

·对应规则，它要求量子场论在粒子数目为 l 的情况下给 IH 单个粒子的量

子力学.所以， 量子场论是量子力学的应用与椎广，它在私子敬为 l 时给出单

粒子量子刀学的情形.

量子场论的特点量子场论有下述特点:

·作为粒子体系的动力学模型，依赖于粒F物理的经验规律制唯象理论.在

这个意义上， 量子场论是与实验有密切关幸的模型瘦论，它不单纯是一个瘦论

框架，而是由各种场的具体模型和瘦论组成的.

·每种粒子都有相应的模型和参量"标准模型"的参数多达数十个，它们

都要由实验来确定.在这个意义上， 量子场论虽然是基本理论，却具有唯象理

论的特征.

·包含大量复杂和冗伏的演算，针对这些演算发展了成套精细纤巧和专门的

技术.在这个意义ι， 量子场论不仅是一门深奥的学问，史像是{门精湛的技
艺.
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·在数学推演中出现许多无限大，虽然在可重正化模型中能够通过重新定义

模型参量把它们i肖去，但这并不是(] 怡和根本的解决办法.在这个意义上， 量

于场论虽然与实验惊人地符合，却远不是一个彻底和完成的理论.

量子场论的应用领域量子场论的应用领域主要有2

·位子物理.这是量子场论的诞生地和主要的应用领域.

·原子接理论.这是量子场论应用的第-二大领域，构成原子模的主体核子是

最重要的强作用粒子.

·量子光学.这是单子场论应用的第三大领域，光子是最主要的规范粒子.

·固体和凝聚态物理.这是量子场论应用的第四大领域，金属中的准自由电

子是最常见的一种粒子.

·量子统计理论.址子场论方法是量子统计理论的基本方法.

·其它.例如金融物理，转行到金融领域的理论物理学家把母子场论方法用

于金融和投资风险的分析，包IJ立了这个领域颇具影响而植树一帜的→派.

输入和输出 阅读本书需要具有狭义相对论和非相对论量子力学的基本知

识，这是本书要求的"输入读完本书后能够获得的新知与能力，则是本书的

‘输出"这二者在很大程度上决定了一本书的篇幅.本书的重点放在量子场论

的基本原理、理论和随念，不打算深入许多数学推演与具体理论的细节.

1.2 相对论协变性

时空的维度相对论考虑 3 维空间怡、 y. z) 和 1 维时间 t 的直和 (:3 + 1). 陈
为 4 维时空.在理论上，空间维数 D 可以是任何整数.常常把时空维数 d 写成

d=D+ 1. 称为 (D + 1) 维时空.

Minkowski 空间 考虑平直的 Descartes 时空坐标 (t ， x ， y ， z). 相对论的基

本假设是时空四维间隔不变性‘即

d82 = c2dt2 - dx2 - dy2 - JZ2 (1) 

不依赖于惯性参考系的应择，在 Lorentz 变换下不变.这表明时空坐标构成四维
空间. Lorentz 变换是在这个四维空间的坐标铀转动，保持四维矢量氏度不变.

为了简化书写和公式，我们对时空坐标用同样的符号，以角标来区分.可以
在时间铀是虚数的 Euclid 空间，取①

f=(1·122.z3.24)=(2.u.z.ict). (2) 

① W 泡利. ((相对i企>>.凌德洪、周万生译.1:海科学技术出版社. 1958 年 28 页.
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也可以在时间轴是实数的 Millkowski 空间，取①
Zμ=(zOJ1.22.23)=(rt.z-u.z). 

前者简称欧氏空间或 1234‘后者简称间氏空间或 0123. 我们取后者.

空间度规和 Einstein 约定先来考虑一般的坐标，阿维间隔为

ds
2 =艺9/l"d:c恤

μν 

1 号|占

(3) 

(4) 

这里采用 Einstein 约定:除非特别声明，相同的一对土下标意味着对它求和.此

外还约定z 希腊字IIJ: μ.ν.λ … =0电 1 ， 2 ， 3. 拉丁字母 i ， j , k电…= 1. 2 ‘ 3. 这样引

入的 9，..v 称为四维空间的度规.它是对称的 9/lV = gvμ· 

坐标变换和张量运算考虑坐标变换

dx/l → dxμα飞dxν

及其逆变换

dxμ' 一→ dxμ = 0.飞dxV1 ，

变换系数满足正交关系

其中 b/lv 是 Kronecker 符号，

-μλμ-λ 且μ
αλ (L ν =a λαν orv~ 

ν( 。 μ 打
于是可以定义2 在坐标变换下与坐标同样变换的量 Aμ 称为it.变矢量吨

Aμ______ A /l I = a气Aν ，

而接下述方式变换的量 Aμ 称为协变矢量.

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

Aμ → Aμ 凡Aν( 10) 

亦即上标矢量是逆变矢量，下标矢量是协变矢量.类似地，可以定义逆变张量
Aμν，协变张量 Aμν 和?昆合张量 A/l". 例如

A气→ Aμ飞 α飞α飞a飞A飞 (11)

指标的个数称为张量的阶.矢量是 l 阶张量，标量是 0 阶张量.可以证明 Kronecker

符号 8气是二阶棍合张量.

要求四维间隔 ds2 是在坐标变换下不变的标量，度规 gμν 就是J阶协变张
量.把 9/lv 的逆短阵iê为 gμν ，

g川9λν =b气， ( 12) 

① P.A.M. 狄拉克. <<广义相对论)) .朱培慧译，科学出版社 1979 年，第 1 页.



1.2 相对论协变性 5 

还可证明 gμν 是二二阶逆变张量.令 gJl" = 9μλ9λ机则高

gJlv = bJl
". (13) 

亦即 gJl" 是棍合张量井且等于单位短阵.于是，在需要用到作为1昆合张量的单位

矩阵时，可以使用 g/l". 而仍然保留 Kronecker 符号的通常定义，不区分它的角标

位置，
6飞 =bμν =bμν= … (1 -1 ) 

张量与数相乘，结果是同类张量.同类张量可以相加，得到同类张量.不同

类的张量不能相加.等号两边的张量必须同类.几个张量相乘可以给出新的张

量.特别是，可以用 9μν 和 gμν 与已知张量相乘.例如同维间隔 ds2 可以改写成

ds2 = 9μνdxμdxν= dxμdxμ. (15) 

由于 ds2 是标量，所以上面定义的

dxμ =gμνdxv (16) 

是协变矢量.利用正交关系 (12) 还高

gλμdxμ =gλμ9μνdxv = dxλ. (17) 

上述二式表明， 可以用度规张量来提升或降低指标，即

Aμ =gμνA飞 Aμ =gμνAν (1 8)

一对上下标的求和称为收缩.被收缩的一对指标，可以同时换成别的字母，

可以同时互换上 F位置.例如

Aμ1JBνλ =Aμνg/Bρλ =Aμν9川9叩Bρλ= .4飞B飞 = AJlvB飞回 (19) 

收缩一对上下标，张量的阶就降低 2. 除去被收缩的上下标，张量方程的协变性

要求方程两边的上下标保持-致.

Minkowski 空间的情形上面说的是一般情形，度规张量 9μν 与变换短阵

α气可以是坐标的函数.现在回到 Minkowski 空间. Minkowski 空间是平直的，

对于一般斜坐标 9μν-at 与 äJlv 是常数，而对于 Descartes 平直坐标，贝IJ有

I 1 0 0 0 \ 

I 0 -1 0 0 I 
(gμν) = (gμν) = I - - 1. (20) 

I 0 0 -1 0 I 

飞 o 0 0 -1 J 

从而

马= (xQ 、 X!.X2 ， X3) = (ct. -x. -y , -z). (21) 

亦即在平直坐标中逆变和协变张量只差正负号，没乎于本质区别.
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区分逆变(上标)和协变(下标)张量只在广义相对论中才必须和有重要意

义.在量子场论中时空一般是平亘的，民使用 D四cartes 平直坐标，在形式上区

分逆变和协变张量，只是为了使方程对称和容易查错.

Lorentz 协变性保持四维间隔不变的线性齐次坐标变换
μ'μ -• X' = ανZ 

称为 Lorentz 变换.对于平直坐标，可以证明 a气 =GJ，正交条件成为

a!:, a
À

" = 9气"

(22) 

(23) 

α也是一个主模正交短阵.对于正规 Lorentz 变换?则还要求变换短阵的行列式

等于 1 ，

IlalJ,, 11 = 1. (24) 

相对性原理要求物理规律在Lorentz 变换下不变，所以物理量应是张量，物

理量的方程是张量方程，在 Lore川z 变换下按照张量的方式变换.这称为 Lorentz

协变性或相对论协变性.

在相对性原理的基础上，再考虑时空均与性.就有非齐次Lorentz 变换，

X IJ -→沪 =αlJ"x" + fI', (25) 

伊是时空平移.非齐次 Lorentz 变换又称 Poincaré 变换.有的作者专把在 Poincaré

变换下的不变性称为相对论不变性.而把在 Lorentz 变换下的不变性称为 Lorentz

不变性.

几个常用的符号协变徽商。μ 和适变徽商伊分别为

δμ=￡=川)，问
θμ= 主= t也 -V). (27) 

V~μ 

习惯上用白体字母表示 4 维时空的矢量.两个矢量 α 与 b 的内积为

ab=a.b= αμ /1'" =αμbμ=9μναμb" = 9μνa" /1'" 

= aObo - a1b l - a2b2 - a句3 = aObo 一 α . b , (28) 

这里用黑体字母表示 3 维空间的矢量，例如 æ = (x 1 . :r2 ， x3). 于是 d'Alp-mbert 算

符为

口 =θ2θμ伊 =θ@_ \72. (29) 

对于能量动量矢量，有
~ . 

P' = (Elc ,p). PIJ = (Elc. 一肘， PIJP' = 亏_ p2 (30) 
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1.3 Lagrange 作用量原理

我们遵循量子力学中构造动力学模型的基本程序，从 Lagrallge 作用量原理

出发，来构造粒子体系的场论模型①. La日rallge 作用量原理的两个重要结果，
是场的运动方程和 Nocther 定理.

1. 场的作用量原理

场的 Lagrange 作用量 在空间分布的场，是一个无限自由度系统.场变

量。忡， t) 可以看作是系统的t则坐标，空间坐标 z 则是系统不同 (1 rtl 度的指

标.把有限内由度系统的 Lagrange 函数推广到无限内 m度，注意不同1' 1 由度的

Lagrange 函数可以相加，就可以把系统的 Lagrangp 函数写成

叶f凸ω问ι幻(叫φ创)曰
其中 ι叫(f/J仇'θ也μφ创)是系统的 Lagra削ng伊e 密皮.

通常把 L 简称为拉氏量，而把 ι 简称为拉氏密度.注意拉氏密度是场量及

其微商的泛函，井不盲.接依赖于时空坐标.假设'ι只依赖于 φ 和乱。‘是因为希

望得到的运动方程只是时空坐标的二二阶偏微分方程.

拉氏量的时间积分给出系统的 Lagrange 作用埠，

S=:/td叫。). (32) 

d4x = cdtd3;z:是四维时空体积元，它在 Lorentz 变换 F不变.作用量 S 是 Lorentz

不变量，所以 ι 是标挝.

场的作用量原理要求在一定条件下改变场址时 S 取极小.下面就光来一般

地讨论作用量的变分.

作用量的变分设坐标的改变为

Zμ 一→ zμ 1= Xμ + b:rμ. (33) 

在这个变换下，阿维体积元的变换为

d.J:r一→ d4x' = d4 x .J. (3-! ) 

其中 J 为坐标变换的 Jacobi 行列式，
θ(x') ，， (θrμ ，、

J= 一二= det 卜-l=det(9气 +θ'Vbxμ忡忡 8I' b.rl'.
θ(x) \θ;rV ) 

(35) 

。王正行<<量子力学原理)) .北京大学出版社. 200:1年. 105 页.
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另一方面，设在与坐标改变的同时场量也有改变

。但)一→旷(x') = ø(x) + bO(J'). 

1 <3 1 亩

(36) 

从而 ζ 随之改变，
ι(.r) ---. C,'(x') = ζ(x) + bL:(x). (37) 

这里我们明写出了 ι 对坐标的依赖.ι 对坐标的依赖，是由 i二。相比。对坐标

的依赖.可以把变分 bL:(.r.) 写成两部分之和，

bL: (x) = L' (x') 一 ι( .r) = [ι'(;:') 一 ι (:r')] + [ι( .r' )ι(;r) ] 

~bι(.r.') +θμι(x)bxμ(38) 

其中 θιm 
bL(:r') = L'(.r') - L: (x') 勾 L' (x) - L:(.I:) =一切+一~bal'φ(:39)

。φθθμ。

注意我们用 8 表示坐标不变时的变分，

8φ= 份， (x) 一 φ(;r) ， bß.μφ=θμφ， (x) 一 θμφ(x). (40) 

于是，作用撞的变分为

bS 实 b/ 归 = 户( 川+/ ω =/升户户d.J尸川4
r.. ( θι-θι\ = I d也xl ι。'..bXI' + 一= bl1> +一一=--bθHφ+θ..ιbxμl
j 飞 μ'θφvθθμφμT . -,,--- ) 

r ..t r (θιθι 飞~ ~ (θι 飞 l
= I d".r 11 一 -81 一一一 1 bo+ 岛卜-~- bφ+ιbXI' 11 . (41) J - .- 1 飞 80μθθμφ/μ\θθμ9-- . --- JI 

其中略去了 .'1' 表达式 (32) 中的常数因子 1/ι 最后用重IJ r 681，φ= 也(品的.

以上推导不限「场量只有一个分量的情形.如果场量有多个分址，是某种

线性空间的矢量/ \ f Øl 飞

φ= (φα) = I Ø2 1 , (42) 

则要对每一个分量抽立变分，在所有算式中都隐含对指标 α 的求和，最后结果

是这个空间的标量.例如 (41 )式，把 l/c 因子和对 α 的求和明写出来，就是
r.A r (θιθι\- (θι-\1 

bS = :.. I d'i x 川一-一 θ 一一:- I bOa + θl 一一~bφ。 +ιbxμ11 . (43) J ~ ~ l 飞 θφ。 μθ乱。a) ~"-a μ 飞θqah/l

方括号中的两项，给出了场的 Euler-Lagrange 方程和 Noether 定理.下面就

来分别讨论，仍是隐去对 G 的求和.

2. 场的运动方程

Euler-Lagrange 方程设坐标没有改变 bxl' = 0‘民考虑场量的变分
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φ(.1:)一→ ò'(工)=φ( .1:) +bφ(.r). (44) 

场的 Lagrange 作用量原理假设3 对于场量在时空边界国定的变分，真实的场量

将使率统作用量取极他在上述变分下，考虑到在 1 维时空边界变分为 O. bø = 0, 

(41) 式就成为
r _, (θιθι\ 

bS = -=- I d‘ l .r I 一一一 θ" 一一=- I bò 
cJ 飞 θ。 μθθμo) -~ 

变分归是任意的，作用址取橄{自 bS = lJ的条件是
。 ριθιa_.. 
μθål， o θ~) 

这就是场 φ 的 Euler-La只range才程仨是场的运动方手里

(45) 

(46) 

Hamilton 正则方程通常量 F力学表述为正 ijllJ形式，用正则变量描述动力

学体系.与场变量。共辄的正则动量定义为

而场的 H皿Jilton 函数定义为

θι 
π--. ， 

θφ 

H = f d3xπ(x 仰 t川)一 L= fd俨3
其中?衍《是场的 Hami山l忱to川II 密皮.

lí 二 πο- L.

(-tï) 

(48) 

(49) 

简称哈氏密度.从 Eull>r- Lagrang<、力'程和 lí 的定义，求晗氏密度对 φ 与 π 蚀主

的变分，并注意对出现在空间积分号下，就可以推出 HamiltOll 正则方程
。π ðπ

π 一一. φ= 一一 (50)
θφ 

它们与 Euler-Lagrange 方程是等价的.

由于哈氏密度把时间放在一个持殊地位，不容易看出理论的相对论协变性，

相对论的场论模型，一般都是从场的拉氏密度出发.一个场论的模型，就是关
于场的拉氏密度的→个具体假设.知道了场的拉氏密度，就可以从它的 Euler­
L鸣range 方程得到场的运动方程 以及场的 Hamiltol1函数和 Hamilton 正则方
程.

3. Noether 定理

定理设场量 φ(x) 是运动方惶 (46) 的解，则 (41 )式中第一项为 0，作用量
的变分成为

bS 二 ~fωμ (51 ) 
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。ι
μ= 一:=-- óφ+ιÓxJl • (52) 

θ缸。

注意尸具有面密度的量纲.若再要求变换后的场址。'(:.r' )也是方程(46) 的解，

则 (33) 与 (36) 式就给出场的一个连续变换，保持场的运动方程不变.于是从

(51) 式可f导下述结论z 若场的一个连续变换。(x) → φ'(x') 保持作用量 S 不变，

)l'!存在一个与此变换相应的守恒;Æ.. j /飞涡足

θμjμ=0. (53) 

这就是 Noether -r 1918 年证明的重要定理.由于
l>cÞ = φ'(x) - o(x) = [φ， (工')一 φ( :.r)] - [φ'(x') 一 φ'(x)) :::::; ÓljJ一 θνφÓx'气 (54) 

jμ 可以改写为 θι/θι 飞
μ=τ:了一 óø-I 一一:"-8"φ 一 ζ9/'νI óxν(55) 

μ 飞 8öμφ/

注意在流密度尸的上述表达式中 óxJl 与 8φ 现在已经不是任意的变分，

而是保持 Euler-Lagrange 方程不变的一种变换 Euler-Lagrange 方理得rI对作

用量的变分，所以保持 Eulcr- Lagrange 方程不变的变换也就是保持拉氏密度 ι

不变的变挟.通常把 ι 在某种变嵌‘ F的不变性，林为'ι具布某种对称性.所以

说， 拉氏密度 ζ 的某种对称性，对应于某个守恒定律.这是一个普遍的结论，

井不局限f与连续变换相联系的对称性.

守恒量 对守恬流 j/'(.r:) 满足的连续性方程。'/，) μ ( .r) = 0 在全空间积分，
给出 r 0 a.. r I J3X忐j o(x) + J d:1xV . i = O. (56) 

用 Gauss 定理把第J项换成在无限远的面积分，主~i 在无限远为 O 时就有
dQ r I dO'. i = O. (57) dt -,- J'>.: 

Q = q J d3xj o(x) , (58) 

q 是在 Q 的定义中适当引入的常数.所以，存在守恒it'Lj μ(叫，就意味着存在在

全空间的守恒量 Q，守恒量密度正比于 j0.

坐标的连续变换 f → .rJl I 包括时间平移、空间平移和空间转动.若场的运

动方程在这三种变换下不变，贝IJ相应地就布场的能量、动量和角动量守恒.我们

将在以后给出具体的例子.

1 ...1公式的简化

量子场论是理论物理中公式推演最冗民复杂的部分，除了使公式和运算在
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形式上规则对林从而容易记忆和在错以外，尽址使书写和1表述简化也是量子场

论的一条基本原则.我们会陆续引进一些简化的ì~号和写法.而且， ij 肚子力学

不同，在量子场论里一般不再用专门的符号来表示算符.对一个埠，读音可以限

据定义和上下文或者一些别的标ìè来判别它是不是算符.例阳 U O 表示 (/的复

数共辄， α↑表示 α 的厄米其辄，所以前者一般是星数，而后者则是算符.

此外，相对论基本常数 r (j(;速)和量子力学基本常数 Ii ( 约化 Plallck 常数j

是量子场论的两个基本常数，会频繁出现在各种推演何公式中 市 f 简 1ι均可

和公式，可以令 c=n= 1. 这叮以作两种解释.

1.可以理解为选择了自然单位制 (NU). 在这个单位制中，可以z排长度 l

为基本量，时间 t 是用 C 二 l 定义的导出量.也可以选择时间为基本埠，而长度

是用 c=l 定义的导出量. J二是，时间与民度有相同的量纲和单位，

[t] = [l]. (G9) 

另外.由于 h 是由正则坐标 q '1正则动量 p 的对易关系引入和定义的 τ

[q. p] = qp - p q = ili 。
U

它的量纲是氏度乘动量或时间乘能量，从而可以用 Ii. = 1 定义动挝和l能址的单

位.这样定义的动量])相能世 E 的量纲相同，都是民度或时间的倒数，

[p] = [E] = [1] -1 

反过来说，长度和时间的监纲部是能址的倒数.

这个单位制只有 1 个基本址，通常选能址或民度.选能量为基本址时，基 4五

单位原子物理选 eV，原子核物理选 MeV 或 GeV. 粒子物理选 GeV 或I'pV 选长

度为基本量时，基本单位原子物理选 nm‘原子核物理和粒子物理选 fm. 1R容易

从 C 与 h 在国际单位制 (81) 的数值推出这两个单位制的换算关系.例如，从组
合常数②

ñc = 0.197326968 (1 ï)GeV. fm = 1. (62) 

有

lfm ~巳 .J.068GeV-' ， (63) 

即凹的 lfm 等 i:' NU 的 5.068 氏度单位(选 G('V 为基本量的基本单位时)叉

①主正行， <<量子力学原理串，北京大学出版社 20m 年. 21 页.

③本转常敬均取自美国 Lawrcnce Bprkeley ~ational Labnratory 粒子数据织发布的教掘，

见 W.-~t Yi缸 I et al. (Partic1c Data Group) 咱 Juurz llJ l uf Ph.vsit~ G33 (2削()) 1. 丛咽i1ah1e on 

http:j jpdg.lbl.go\' j 
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如，从
fi. = 6.58211915(56) )( 1W:.!2MeV . s = 1. (64) 

有

15 勾1.519 X 1021 1\1山r-l (6日

即 51 的 1s 等于 NU 的1.519 X 1021 时间单位(选 M('V 为基本国的基本单位B;f").

再如，从

r = 2.99ï924 .18 x 1023fm/:-; = 1. (66) 

有

18 但 2.998 x 102:ifm. (6ï) 

即町的 18 等于 NU 的 2.998 x 1f1 2:l 时间叶飞位(选 flll 为基本挝的基本学.位时).

下表分别给出了上述两种 NLT 中物理量的址纲指数 d 和它们在 SI 的表达式.

表1. 1 两种 NU

物理量 N{T d([E]d) SI rlfWl SI 

时间 t /" ct 

长度 l/hc I 

能量 E 1 E E/衍，

动量 p 1 p/h 

质量 111 1 111("'2 /11(' 11, 

量子场论是最基本的物理理论，是真它·切物理理论最深层的基础.在这

个意义上，虽子场论在选择单位上具有最优先的地位.

2. 与上述理解和做法等放地，也可以理解为压坠用国际单位制 Sl.只是对

所有物理量进行约化，并重新定义所用的符号.例如都用 h 与 r 约化为长度的

幕次，寻|入约化时间 rt. 用 1 代表，约 1七动址1'/".用 l' 代表，约 1七能量 E/ru:. 用

E 代表，约化质量 mc/ fi.. 用 m 代表，等等，见 L去的最日"9'1]. 用这种方法，

我们随时可以容易地恢复 Jr再和公式中的 !I l .j ('. 

不熟悉单位制的选择 'ti变操的读者，可以采取这种理解和做法，并在银述中

略去"约化"二字.于是，叫我们说"时间 t " 时，意味着是指"约化时间 ct " 

说"动量 ]J " 时，是指"约{七司J 址 Jl/II " ，说"能址 E" 时，是指"约化能量

E/仕说"质量 n1. " 时，是指"约化质址 111('/扣等等.

在这种情形，量子场论实际上只需用国际单位制的民度、质量、时间 3 个基

本量的单位，其它量的单位都可巾它们导lH.



在l<fi4学约有效研习中.首要;均 f呈ri:
必忑哇哇 'I'.oy 户筒;'~肯丁d 素约结果在之
2<.与我们 J~J 头脑甏够把握拘形式.

- .1 .C. !l laxwell 
4关于 Faraday 约力线b

场量标2 

实标垃场及其址手化

模型拉氏密度与正则量手化

模型拉氏密度 我们从最简单的情形开始，考虑场量。(川是实际惜的场.

从 Euler-Lagrange 方程可以看山， t.u巳密度中的相力日常数项对场的运动方程没

有贡献.同样，拉氏密度中场址 ψ 及其微商肉，φ 的相力11一次项对运动方程也没

有贡献.所以，最简单的相对论不变性模型是

ι=;(仰句_ 11I
2Ø2

) 

其中 1/2 是习惯约定的因子. 川是一个院型参数， f面我们将会看到立足场的

粒子质量 m. 上式第一项称为场的功能项，第J项酌:为场的质量项.没有帕瓦作

用项，这个模型描述的是 íl [11 粒 T-.

拉氏密度 (1) 式的 Euler- Lagrangc 方程始出场 φ 的披iÿJ方程
θιθι 。

θ 一一一-一=缸。μφ +m2 <i> = (if + 1112)φ= o. 
μθ乱。 ω

这个方程称为 Klein-Gordoll 方位满足它的场也称为 Klei l1-Gordoll 场.它是相对

论不变的，有平面搜解

) -L ( 

(2) 

2.1 

1. 

) qd 

) l ( 

仰，t) =气兰:-:;-::- (' -i( ..;1 - k. ",) 

飞/(2作 ).'2ú.-'

以=山'他)=而可111 2
函数组{如何)}具有如下正交归一化关系2

! d3Z<Pkυ) i ~ -?k'( .r) = O. J问(I)iLKU)=协 k') (5) 

) EU ( 
其中 ð(k - k') = Ö(k:r - k~)Ö(klJ -'<)Ö(kz 一均每定义为

一 θBθA
A 仇 B=A一一-一~13
Hθzμ O.rμ 
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正则量子化 由 (1) 式可以算出场的正则动量
θι 

π 一 =6.
80 

从而可以算出场的晗氏密度

2 际散场

(7) 

对=时 -ι=π2-jlπ2 一(而)2 _ 11I
2

Ó
2 ] = ~ [1T 2 + (τφ川n2cþ2]. (8) 

可以看出，立足~ lE定的.在 1垂子力学的正则形式且，正则坐标气功址是系统的她

立变茧 Hamiltoll 址作为正则坐标与动匪的函敢.贝IJ 蛙决定系统:动力学过程的

基本量.给定了 Hamilt，oll 址，系统的动力学在原则上就确定[

场量 φ 和 π 作为场的观测量，在量子力学里都是算符，遵从n:符的运算规

则，这称为量子化"结F化"是历史遗闰 F来的名词，带有明显的经典痕印，

我们这里只把它理解为给111 阳确定赁符的乘法规则，而不是物理上从经典到量

子的过渡.经典物理只是量子力学在 h → O 时的嵌限，准确地说只育经典化而

没有量子化.

按照正则址子1七规则①.可以写出它们的正则对易关系

[φ(x.t).O(x'.t)] = υ. [π (x. f) ‘ π (x'.tl] =0. [o(x.I). π (X'.I 川 = ib(x - x'). (9) 

这里 z 是算符的三维连续指标.注意真中各个算符的时间都是 1 所以这些对易

关系称为手时对易关东.由f这种等时性，上述对易关系没有相对论协变性，

在 Lor('ntz 变棋下不是不变的.恨据'ι!门，可以进 -ljJ17.J|l 具有相对论协变性的

对易关系.

由于算符一般不对易，不能任意交换乘积)1阪序，在边挥和确定系统的模型

拉氏密度 ι 和巾'古给出的哈氏密度 H 以及其他现i~IJ 扯，芹x;t'ιffJ进行数学推演

时，乘积因子的顺序是一个需要认真考虑的问题.把哈氏密度在刀~nt正则坐标与

动量的函数仨往往是坐标与动量的没有交义项的J次型，例如这里的 (8) 式，

这个乘积因子的顺序问题就不存在.

在讨论一个模型时，往往是先写出立的拉氏密度 ι 对它进行数学推演，最

后才来确定有关算符的对易关系.在j圣设高确定算符对易关系的情况下，在推

演中就只能假设所有算符都能对易.通常把这悻的算符气作经典的函数，而把

推演的这一部分称为功的经典理论.显然，场的经典理论一般没有础立的物理

含义仨只是建立场的量子理论的一个中间环节相数学过程.

这里的 φ 与 π 都是厄米算符.它们的本征值是实数.在这个意义上，通常

把 φ 称为实际量场.φ 与汀是坐标空间中的场算符，而更常用的是动量空间中

①主正行. ((量子力学原理>> .北京大学出版社. 2∞3 年 22 页.
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的场算符. DP它们的 Fourier 变换.

2. 动量空间与协变对易关系

动量空间 Kle卧Gordon 方程 (2) 的·般解，可以用平面波展开，即

φ(:z:付 =fJLivi(川剧 +αLdwt-k 副 l
} vI (27r )32:...1 

=f川叭川川(归忡z
方括号中第二项是第一工项页的厄米共辄，以保证。(:z:.t)是厄米的.在计算这类动

量空间积分时，注意

f Z尝~=fμt仙州川kö州6刷ö(k2忱川kρ2 叮J州m2的2勺)川0

在 Lorentz 变换下不变①.这里 d4 k = dkod3 k , k2 = 炉kμ ， kμ=(沪.k). 而

θ(~) = ~ ~. ~ < 0υ2) 
1 1. t> lJ 

(10) 式中 alr 是正频项， α; 是负频项，它们就是实标量场在动量空间的场算符，
可以用 (5) 式解出，

αk = f<问(呐 φ(.r). (1 3) 

GL千IEZOU)iMz)(11)

利用上述表达式和对易关系 (9)‘可以求/t: Uk 与 4 的下列对易关系

[alr ， 句']=0. [al.al,] =0. [a"，• αl， ]=ö(k-k'). (15) 

可以把句和 4 定义成现在的v'(27r )32w倍，从而上述最后一个对易关系右
边多一个因子 (2汗)32ω. 虽然在公式中多出这个因子，但由于 (11 )式是 Lorentz

不变量，这样定义的甸和 4 是 Lorentz 协变的.鱼与熊掌不可兼得，我们更看
重公式的简化，所以选择现在的定义.

协童对"关系现在来求由下式定义的函数 ~(x - x'). 

iφ ( .1:). Ø(x' J] = i~(x - :1:'). (16) 

这是量子场论中最常遇到的一个函数.其中寻|入虚单位i， ð. (x - x') 就是实函

……-
① J.D. 比约宵. S.D 德雷尔. ((相对论量子场>> .汪克林等译.抖学出版社. 1984 年，

37 页.
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数.利用展开式 (10) 和对易关系 (15)，可以算得

~(x - X') =千州1c (X)IP;;'(X') 一 ψ忡忡')]

=千ωwö(川12)8(kO )[如何)吟的一吗(X)<p1c (X')]
r d4 k ιμU •i I 一寸百阳(仕kO勺怡O)ö(沛阳6刷(川k泸2 一 m2的2飞)e一→训1

j 飞忡(21川川‘ l 
其中百(~) = 8(~) - 0(-0 是下列阶跃函数2

百(￡)=!1:1 〉?(18)
I -1. t < υ 

从函数 ~(;r -x') 的定义( 16) 和表达式 (17)，可以看出以下几点首先，巾于

φ(x) 满足 Klein-Gordon 方程，从(16) 式可知函数 ~(X - x') 也是 Klein-GordoIl

方程的解，并且是真宗量的奇函数2

(81' 8μ + m2)~(x - x') = 0, ~(x' - x) = -~(x - x'). (19) 

其次，由于二百(kO ) 对类时间隔 kμ护〉。在 Lorel1tz 变换下不变，对易函数 ~(x)

从而对易关系 (16) 具有相对论协变性，在 Lorentz 变换下不变，所以称为协变

对易关牟.第三，在等时的情况 t = t'. 从( 17) 的第一个等式容易看出

~(x. 0) = O. (20) 

对易关系(16) 成为 (9) 中的第一式.而rh T- ~(x - .[')在 Lorentz 变换下不变，

可以推知上式对于所有由类空间隔分开的两点 z 与 x' 也成立2

~(x - .1:') = 0, (x - X')2 < O. (2 1) 

其中 (x - x')2 = (xμ 一句')(xμ - xl"). 最后，从 (17) 式还可以推出当 t = t' 时有

杂(x - x')lt=t' = -ö(x - x') 

于是从 (16) 式还可以得到 (9) 中的第三式.

2.2 实标量场的粒子性

1. 箱归一化和位于数表象

(22) 

箱归一化前面的处理，场量 φ(x. t) 分布在全空间 ， k 的取值是连续的.

另一种等放的做法，是先在体积为 V 的箱中讨论，最后再取极限\.→∞，这对
应于量子力学中的箱归一化.
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4 厅 1 ns 12 、门-
设场存在于边民为 L 的立方体中.则坐针、到ar'~祺分体积 V = L3 ， 动量空

间的积分过渡为求和.取周期性边条件①，就有

J d3k~;;)衍d3k←{汇~， (23) 
k 

k 一号予(n…川m川I门) 但
现在 k=2如汀(归n川ηnt ‘ l月)/凡L 是离散的 71. 肌 l 为瞥数或 O. 与此相应地，动量空间的

b 函数也要代换成 Kron凹k('r 符号，
v 

ô(k - k') ←→一_\3 Ôkk' , (25) 
(21T) 一'

其中 blck' = Ônn' =仇n ， Ômm'ÔI/'. n = (n. 隅， 1) . 

对应于 (10) 式的积分.现在把 φ(x) 的展开式写成

仰) = ) .兰言 (αke-ik :r +αleik:r) ，却)
τ\/'2川、同

上式是对 n.m， l 求和 . kx = 1.:μ xl' = ωt -k. x. 注意 (10) 式中定义的算符甸和

4 与这里的不同，有下述对应:

h一品h ←jLα; (27) 

箭头丘边是 (10) 式定义的算符，下标 k 取连续值，右边是 (26) 式定义的算符，

下标 k 取离散值引入因子 J币市.是为了使得与 (15) 式对应的对易关系成

为

[0，10. 饨，] = O. [al , at,] = O. [akιl，] = Ô胁'. (28) 

粒子'量表象现在来看由场算符 4 与 αk 构成的观测量

几 =αLαk. (29) 

Nk 是厄米算符，本征值 nk 为实数.设其本征态为 Ink). 本征值方程就是

入tklnk) = nklnk). (30) 

运用对易关系 (28)，就有

[1'/10. (J l] =αt[ak. at] + [αLULlak=α; (31) 

于是，

NkαLlnk) =αl(Nk + 111nk) = (nk + l)allnk). (32) 

上式表明， αllnk) 也是 ~Vk 的本征态，本征值为 n"， + 1.即
all71k) = CJnk + 1). (33) -

( G. Wentzel , Qωntum Th剧"日 01 Fiel巾. lnterscience Publishers. 1949, p.27. 
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也就是说， 4是产生鼻符，它作用到凡的本征态上会使本征值增加 1 设本征

态已经归一化，则上式的模方给出

C.C = (ηIc lαh吨 Inlc) = (nlcINIc + llnlc) =问+ 1. (34) 

约定 C 取正实数，就有 C= .j瓦τT. (33) 式成为

allnlc) = .j可τTlnlc + 1). (35) 

类似地，由 (31) 式的厄米共辄

[NIc ， αIc l =一αk ‘ (36)

还可得到

αIc lnlc) = .j瓦 Ink - 1) , (37) 

这就是说， 句是消灭鼻符，它作用到 NIc 的本征态上会使本狂值减少 1.由于

nlc = (nIc INlclnlc) = (nlclalalclnlc) = 11αIc lnlc)11 2 法 0 ， (38) 

所以 nlc 有非负的下限，不能无限地减少下去，必须终止于某一值. (37) 式表

明，这个下限为 0，

α1c 10) = O. (39) 

从而不可能再用消灭算符对 10) 作用而得到本征值为负的本征态.于是从 (35)

式可以写出

(al)nlo 
Inlc) = 一仨-r 10). 

飞(T/."，!

nlc = 0, 1. 2, 3. . . '. 

2. 实标量场的鞋子性

(40) 

(41 ) 

实标量场的能量动量张量密度 现在用 Noether 定理来讨论实标量场的能

量与动量.考虑场的时空平移，

zμ 一→ zμ'= :Tμ+ 俨. ( 42) 

lIP Öxl' = f l' =常数.
假设不可能通过实标量场来观测绝对时空，即 ι 在时空平移下不变.这就

要求。(x) 在时空平移下不变，

。但) --+ q/(x') = 仰). (43) 

亦即 örþ = O. 于是可以把 Noether 定理的守恒流(第 1 章 (55) 式)写成
/θ￡\ 

=-(一一ω一句川 f" =-7μ"f仇 (44) 
\θθμ。/
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7 Jl." =品 ð"rþ 一 ιgJl.". (45) 

由于守恒量密度正比于 j O. 常数 -f" 可以吸收到守恒量的定义中，最后就

得到守恒量为

其中

{ .l L "..,,, _ { .lL 'Til" _ { ...1 3_ {θ￡\ P" = I d3 :z:P" = I d3:z:T。ν = I d3 :z: (一=-â"φ-ιgO" ) . (46) J--' J--- J 飞 θ80rþ - T -J ) 

θι 
?ν =T。ν=θνφ 一 ι!l"

。θ。φJ
(47) 

当 ν=0 时有
θι 

p O =7α= 一一 θOrþ -C = 叫一ι(48)
θ'ðoCÞ 

这正是 (8) 式定义的哈氏密度比所以 • pν 是场的四维能量动量密度，而 pv

则是场的四维能量动量矢量.因此，把 (45) 式定义的 Tμ 称为场的能量动量张

量密度，它满足守愤流的连续方程

θμTμν= O. (49) 

场的能量动量算符由 (8) 式，有

H=Jω=J叫霄2 + (V'rþ)2 + m2ø2J 

= J(叫[(岛的2 + V'. (向) - øV'2φ + m 2ø2
] 

=J叫(伽川得← ~Jωi品(岛的 币。)
其中用到了积分的 Gauss 定理和在无限远处 φ=0，以及场算符。满足的 Klein­

GordOD 方程 (2). 类似地，由 (46) 式，可以得到场的动量算符

Pi = J阳山=jftz叫 (âiφ) 归 1)
注意 H=Po 和 i=1.2.3‘可以把上述二式合并成

P俨μ= ~ J d:i凸z叫叫 归
在上式中代入 (υ10创)式，利用正变归一化关系 (5) 完成对空间的积分，就得到

pμ =J自号(叫+机)
过渡到箱归一化的求和，并用对易关系 (28)，则有

pμ= 汇号 (a1c al + αLuh)= 汇俨(凡+ ~) 

榻的糙子性从上述能量动量算符 pμ 的表达式可以看出以下几点.

(53) 

(54) 
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首先， 场的能量和动量是量子化的，每份能量为 ω=ω(k). 每份动量为 k.

每一份能量和动量的载体，就是场的一个位子，本征值 nk 则是场的粒子数.于

是 (4) 式就是自由鞋子的能量动量关系 111 是粒子质量.

其次，场的位子所带的能量 ω(k) 总是止的，没有负能态拉子 . i皮动方程 (2)

的正能解和负能解分别对应于粒子的消灭和产生，不存在单粒子的负能解问题.

第三， 这个模型描述 Bose 子，在同一态上的粒子数7lk 没有限制，而任意

两个位子交换的态是对称的‘ atat 10) = aLnt 10). 因此， (28) 式类型的对易关
系称为 Bose 子对易关牟.

第四， 往于相当于场从真空的滥发，在没有粒子的真空态 10)，场仍照有能

量，即所谓幸点能，并且是元很大下面我们就来讨论这个问题.

3. 零点能与无限大问题

在 (54) 式中，当 μ=0 时，与括号内的因子 1/2 相联系的是场的零点能.

它表明，在没有桩子的真空态，场的每个自由度具有能量 ω(k)/2. 总能量 Eo 是

无限大.把求和过渡到积分，有

= r旦11ω(k) = 工亏 linlfkc4刊2dk ..Jk亏m2
J (27r尸 2- \"-, 167r3 k;→∞ 10 

(55) 

kc 是截断的动量上限.上式表明，吗 kc →∞时，单位体积中场的军点能是 4

次发散的.这种当搜妖趋 F零时出现的发散，称为紫外发散.

虽然一个相加常数对于能量并没有意义，但如果相圳的是无限大，这就成

了严重的问题.从理论上看，这一项来自我们的模型假设.我们可以修改模型，

设法把这一项消掉.这相当于

H → H- ι= 汇 1(叫+心k) 一汇 1

=艺ωαLαk= λf(H) (56) 

符号 N(H) 称为取止规乘积，也常iè为 :H: ， 其定义是把 H 中的产生算符移到

消灭算符的左边，例如

λf(αkα1) =:αkaL:=αLαk. (57) 

做法 (56) 相当于假设:在模型哈氏密度饨的乘积因子中，产生算符总是出

现在消灭算符的左边.哈氏密度对得自拉氏密度丘，所以这就相当于假设2 在

模型拉氏密度￡中，产生鼻符总是出现在消灭算符的左边，是取止规乘积的.基

于这种考虑，我们可以把场的零点能去掉.当然，一个系统的模型究竟应该取什
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么形式，还是要看用它算得的结果是否与实验符合，才能最后判定.

2.3 复标量场及其量子化

模型拉氏密度 现在来讨论场算符 φ 的本征值是复数的场.拉氏密度应该

是实数，与 (1) 式相应的模型是

ι=θμφfθμφ_ m2cþtφ= ♂f♂-(V'φt).( V'cþ) 一川2φ↑φ(58)

这个拉氏密度是 ø. φθμφ 和 θμφf 的泛函，

ι=ζ(φ. cþt ， θμφ，。μφt). (G9) 

这里 φf 与 φ 是独立的场变址，这相当于场蛙有两个分量 ι们在作用茧的变分

中独立改变，给出的 Euler-Lagrange 方程分别是
θιθι 

θμ一一一一一τ=θμ伊φ +m2φ= (θ2 + m2)φ= O. (60) 
θθμφ8φ' 

θζθι ‘ 
θ 一一一一 =8/.8μcþt + m 2cþt = (θ2 + m 2)lþt = O. (61) 
μθθμφθ。

与 φ 和 φf 共辄的正则动量分别是

场的晗氏密度是

θζ ，. θι 
7r=→ =φ1.TI=-f=φ(62) 

θφf 

?记=叼+ 7r t刮一 ζ = 7rtπ 十 (V'φt) . (V'φ) + m2q}φ(63) 

显然，宫是正定的.

正则量子化按照正则量子化规则，可以写出场算符功， cþt.π 与川的下列

等时对易关系，

[φ(:.: ， t) ， φ(:.:' ， t)] = 0, [7r (x , t)， 巾'. t)] = O. [φ (x. t) ， π (x' ， t)] = i6(x - X').l 
[c/>t(x, t) ， φt(x' ， t)] = 0, [川 (x. t) , 7r t (x'. t)] = o. [øt(x. t). 7r t (x'. t)] = i6(x - x'). ~ 
[φ(x ， t) ， 的x' ， t)] = 0, [7r (x , t) , 7r t (x' , t)] = 0‘ [cþ(x. t) 川 (x' ， t)] = o. J 

(64) 

它们表明，算符(功，7r)与 (cþt. 7r t) 分别属于场的不同 nrh度.可以看出，上面第
二行是第一行的厄米共辄.所以，只要有了 (cþ. 刑，就可以求得 (cþt ‘川).

与实标量场类似地，可以得到下列协变对易关系

[c/>(x) ， φ(x')] = 0, [cþt(x) , cþt(x')] = 0, [cþ(x) ， φt (x')] = iLl(x - x'). (6盯

着把复标量场表示为两个实标量场 φ1 与向的组合，
φ= 主(CÞl + i向)， cþt = 土(φ1 一阶)电 (66) ..J2,...., . ..,...." .... ..J2 
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则有

忡j(X )， 向(.z;')] = iójj Ll(x - ;z;'). i.j = 1. 2. (67) 

动量空间 与实标量场的做法类似地，可以把场算符。用平面植展开.不

同的是，现在场量 ψ 是复数，相应算符展开式中的正频项与负频项不必cf为厄

米共辄.于是有

巾.t) = J川叭(x) + bl<fÎc (x)] 

7r = åoq}. 

与实标量场的情形类似地，可以解出

(68) 

(69) 

α句alc =俨=J问(何问Z叫)川i 品bh忡刺忡(x叫) 口

b阳Ic = J问忡品ωφØt (何例z叫). (71) 

利用对易关系(仰64纠)以及(何69创)式，可以求出甸、 a; ， bk.bL 的下列对易关系

[αIc .alc'] =0. [al ， 吨，] =0. [αIc， al ,] = ó(k - k'). 

[b,., blc,] = 0, [bl , bl,] = O. [blc • 吨，] = ó(k - k'). ~ 
[αk ‘ blc，] = O. [alc. 性，] = 0, [αl.b，.，] =0. [al.bl,] =0. J 

(72) 

它们表明，算符 (αIc .al) 与(饨，性)分别捕述两种 Bose 手，属于不同自由度.这
是杨有两个强立变量 φ 与 d 的结果.

场的能量动量算符设 ζ(φ. q} , ðl' tþ ， 比φt) 在时空平移下不变 Noether 定

理给出的能量动量密度矢量为

当 ν=0 时，有

θζ • DζH 
1'= 一__..- ðvφ+θ"φ1 一一一

_

C,gu 
θåoφθåoót -:. 

=θ0φfθνψ+θνφfδ。φ-ιgOv.

pO = θOcþtθ0φ+θOcþt ff'φ 一 θμφf伊φ+m2tþt ø

(73) 

=πt 7r + (V'tþt) . (V'φ) + m.2φfφ (74) 

这正是 (63) 式给出的晗氏密度?证，它显然是厄米的.

与实标量场类似地，注意杨在无限远边界为 O. 利用积分的 Gauss 定理和场
满足的 Klein-Gordon 方程，就可得到

H=Jω = J d3xitþt i 品(句φ) (75) 
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由 ν= 1 ， 2 ， 3 时的 (73) 式，与实标量场类似地可以得到场的动量算符为

p. = J d3凸阳z叫(♂川d州aφ + 川(6)=φ← f升户户d川l户川3
于是上述二式可以合井为

P俨μ =Jωf门吟啕i4巾品&(阿 口

代入 (6刨8) 式，利用正变归一化关系 (5) 完成对空间的积分，再过渡到求和，最

后就得到

pμ = J(阳

上述结果表明，复标量场的两种鞋子质量相等，每个带有能量 ω(k) 和动量

k. 与实标量场的情形类似地，我们可以把这里的零点能去掉.

2.-4规范变换及粒子的荷

1. 整体规范不变性与守恒荷

整体规范不变性对于复数场 φ，可以考虑宫的规范变换 (gauge transforma 

tion 

。一→ ø' = ('hø ‘ (79) 

γ 是实数.若?是常数，与坐标无关，则此变换民把场的相位改变」个常敬可·

这就称为整体规范变换或第一类规范变换.

规范不变性原Z重要求场的才程在规范变换下形式不变.这就要求场的拉氏密

度在规范变换下不变.对上述整体规范变换，由 50 = iγφ.5φt =一iìÓt . Óθμφ= 
i'Y~μφ， 68μφt =一i-y8"φ飞有

/θζ&θιθζ ‘ θζ\ 
5C, = h I -=.- ø - øt

一~+一-...- 8..ø - D..OT -::一::....，-\
'\θφ~ 8ótθθμφFμ~ 88"OT) 

/θι ‘ θζ\ 
=Ïì'θI ~~一一 φ øT 一一~ 1, (80) 

Iμ 飞θθμφθθμφt)

其中分别用到了 φ 与 d 满足的 Euler-Lagrange 方程.要求上式为 O. 就有连续
性方程

守恒的四维流矢量为
D"j" = O. 

尸 =fff三 cþ - </} n~c'，. ì 
1\θθμφγγθθμφt} 

(81 ) 

(82) 
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其中 q 是实参数，它是与这个守恒流矢量相应的守恒荷.引入虚单位 i. 就使得

户是厄米的.对于复标量场 (58) ，有

J μ= iq[φfθμφ 一 (δμφt)φ]. (83) 

以上结果也可以在接由 Noether 定理给出.巾 T二规范变换的特殊与重要，这

里给出了单独的推导.

复标量场的守恒荷 可以看出， (83) 式给出的算符是厄米的.把连续性方

程写成
θρ 

θμjμ= 百+ 'V. j = 0, (84) 

就有

ρ= jO = iq[øtθ0φ - (θOøt )φ]. (85) 

j = iq[φt 'Vφ 一('Vφt)φ]. (86) 

于是，守恒荷为

Q=j由 = j d3x iq[øt aOφ 一 (aOøt)øJ = jd3X IJØt i 品 φ(87)
利用对易关系 (64) 以及 (69) 式，可以算出

[Q. φ] =-qφ‘ [Q ， ØtJ = qφ(88) 

于是，若 IQ') 是 Q 的本征态，本征值为 Q'. 即

QIQ') = Q'IQ'). (89) 

则有

QφIQ') = (CÞQ - qφ)IQ') = (Q' 一 q)φIQ'). (90) 

类似地还有

QφtlQ') = (Q' + q) φtIQ'). (91) 

上述二式表明， φf 是荷 Q 的产生耳符，作用 j'J Q 的本征态上使其本征值增加

q;ø 是荷 Q 的消灭耳符，作用 j'J Q 的本征态上使其本征值减少 q.

从场在动量空间的展开式 (68) 可以看出 øt 是 α; 与饨的线性叠加，所
以 4 产生正的荷， blc 消灭负的荷.相应地， alc 7肖:反正的荷， bl 产生负的荷
这一点，在动量空间可以看得更清楚.在 (87) 式中代入 (68) 式，利用正交归一

化关系 (5) 完成对空间的积分，就有

Q = I d3 kq(α叫一 blblc ) →汇q(CL叫一 blblc). (92) 
Ic 

上述结果表明， 由(句.al) 描峰的位子具有荷 q、由 (blc.bl) 描峰的粒子具有荷
-q， 两种位子的荷符号相反，场的总荷 Q 芋于所有拉子的荷的代数和.所以，荷
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是区别这两种植子的基本特征.为了进一步在物理上诠释这种荷，还需要考虑

场的定域规范不变性.

2. 寇蜡规范不变性与守恒荷的物理含义

定域规范不变性与协蛮微商在变换 (79) 中、若可为时空坐标的实函数，

ì= 可 (x) ， (93) 

则场在各点的相对相位会发生改变，这种变换称为走域规范变换或第二类规

范变换.

一般地说，在定域规范变换下，场方程的形式会发生改变.只有在→定条件

下，场方程的形式才不变.规范不变性原理要求场方程在定域规范变换下形式

不变，这就对场方程的形式，从而对拉氏密度的形式，棚上了一定的限制.

由于在拉氏密度 ζ 中包含作用于 φ 的微分算符。μ· 而

θμ(elì cp) = e'; (θμ+iθρJø. (94) 

所以，为了使得 ι 在定域规范变换下形式不变，作用于 φ 的算符应取以下{-~换，

θμ → Dμ=θμ +iqAμ· (95) 

其中

Aμ= .4μ (x) (96) 

是某种场 q 是适呈1j定义的常数.因为 i鸟是厄米算符，所以在 (95) 式中引入

虚单位 i，使得 q 与 Aμ 是实数.

(95) 式定义的 Dμ 林为 D 徽商.也鞠:为协变徽商.它要求场 Aμ 与 φ 协同地

变换.在场 φ 作变换 (79) 时，如果要求

就有

Dμ → D;. = 8/1 + iqA~. 

Aμ → A;=Afj 也可

(97) 

(98) 

Dμφ → (Dþ <jJ)' = D~ <jJ' = ei, D川 (99)

换言之，如果在场 φ 作定域规范变换 (79) 时，场 Aμ 同时作相应的变换 (98)，就
有 (99) 式，这就能使 ζ 从而场 φ 的方程保持形式不变.这样引入协变微商后，
复标量场的拉氏密度就是

ζ =(Dμφ)tDμφ -m2øt <jJ. (100) 

守恒荷的物理含义 协变微商中的 iqAμ 在拉氏密度 ζ 中引入了下列交叉
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重叠项

iqAμφ - iqAμφ(101 ) 

这意味着在场 (φ. <Þt )与 Aμ 之间存在精合，即相句:作用.表征桐合强度的常数

q 称为辆合常数.于是，规范不变性原理表明，如果场 φ 具有某种定域规拖不

变性，就必定相应地存在一种与官相E作用的场.这样引进的场称为规范场.

由 (101) 式可以看出.对于与场 Aμ 的嗣合， φ 与 φf 的精合常数符号相

反.而在上一小节已经指出，分别与 φ， φf 对应的两种粒子，守ffi荷符号相反.

所以，上一小节时论的守惆荷 q. 对应f这里的精合常数 q. 采取适吨的定义，就

可以令它们相等.

根据上述讨论还可看出， 实标量场只有一种位子，不能与规范场辆舍，它

的荷为 O. 描涟荷中性拉子.复标量场能够与规范场辑合，它的荷有正负两种，

描足有荷粒子.

历史测源 巾 (79) 式定义的变换实际上是相位变楼，由它引入的场 Aμ 的

恰当名称是相位场"规范变换"和"规范场"的名称，是沿用了 Weyl 的叫法.

按照 Einstein 的广义相对论，度规 9"v 依赖于坐标，时空是弯曲的.时空

的弯曲产生引力放应，度规场 gl'v 就是引力场 Weyl 在 1918 年提出规范不变

几何学①.引入时空尺度的变换，尺度也就是规范.考虑矢量 xl' f乏度的度量
1 = g"vx"x'/ 在无限小移动下的改变

dl = ldφ =lφμdxμ(102) 

其中 φ 是坐标的实函数， 内 =θμφ. Weyl 指出，对于坐标的任意函数 λ，作规

范变换

gμν → λy"v φμ 一 φμ+ 抖λ(则
若几何关系与物理定律保持不变，则可把 φμ 诠梧为电磁场，从而把电磁场与引

力场都归结为时空的几何. Weyl 的这个尝试并不成功，因为它给出的预言与经

验不符.在量子力学建立之后，把实函数 o 换成虚函数，描述量子力学中披函
数相位的变化，才根据规范不变性成功地引入了电磁场②

规范不变性的物理含义 与→个实数场的厄米算符相应的观测量，可以

确定一种粒子.复数场由两个实数场组成，相应地有两种植子，用守恒荷来区
分.复数空间对应于二维实空间，也就是由两种粒子张成的内部空间，每种拉

( H. Weyl , Sitzungsberichte der Preussischen .4阳d. d. Wi届四schafte口. 1918, p .465; Ann 

der Pbisik 59 (1919) 101 

a> F. London, Z. Pbys. 42 (1927) 375; H. Weyl, Z. P.阳. 56 (1929) 3盹
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子相应于这个空间的一个独立才向.复数的相位变换，就是在复平面的转动.复

标量场的整体规范不变性，是复平面的整体转动不变性.这意味着复平面的方向

没有物理意义，两种粒子的区分和定义是任意的，亦即守恒荷的定义是任意的.

复标量场的定域规范变换，意味着在不同时空点复平面的转动不同.这种

转动的不变性，贝IJ意味着在不同时空点复平面的相对方向没有物理意义，两种

植子的区分在不同时空点上不同，亦即守恒荷的定义在不同时空点 l二不同.为

了保持在不同时空点上定义守恒荷的任意性，要求引入分布在时空中与这两种

植子嗣合的规范场，以抵消场在不同时空点的相位差，亦即抵消在不同时空点

复平面相对方向的变化.在这个意义上， 规范场是一种在拉子内部空间平衡相

位变化的相位场.下一章就来讨论最简单的规范场，即 Abel 规范场.



将来完全相对论性绚量子理论，
必定去给基础带来二军委j 约统一.

3 矢量场

3.1 1\ laxwcll 场及其规范条件

一-W.Pl\uli

4波动力学>>. 1933. 

Abel 规范场 上一章 2.4节的讨论表明，根据规范不变性原理，如果场 φ

具有定域规范不变性，场的方程在下述第一」类规范变按下电式不变，

φ 一→ ø'(x) = ei-r( x)φ(工). (1 ) 

就必定存在一种与它榈合的规范场 Aμ(1').具有下述规范变换所容许的任意性，

A1, (x) -→ Aμ'(x) = Aμ (x) 十 θI，，\(:r). (2) 

其中 x(x) 汉 ì(X) 是任意实函数.这一变换称为场 4 的规范变换.

这里 φ(叫:是复数场，变换(1)是简单的相位变换.这种相位变换是在一维

复空间保忡矢量氏度不变的么正变挟，丸r 1句t:(1).所以.这样引入的场 AI， (l')

称为 U(l l 规范场.

从数学上看，各种变换可以按照生成变换的算符性质来分类.生成变换的算

符可以巨相对易的变换群葫;为交换群或 Abel 群①.生成变换的算符不能1:[相
对易的变换群称为~~ Abe! 群.可 (X) 满足乘法交换律. U(l 1 变根属于 Abel 群，

所以 U(l) 规范场也称为 AbC'!规范场.

模型拉氏密度 由于规范变换 (2) 的限制，场址 Aμ 只能以反对称张址

Fμ" 二。μ ，4"一 θU ，41' (3) 

的形式出现在场的拉氏密度中.拉氏密度必须是标扯，在 Lo!'C'!üz 变换 F不变，

于是最简单的模型就是

￡ =-j 凡，，pa\( 1) 

1/4 是习惯约定的因子，负号则是为了使场的能址是 II二定的.这个￡鞠:为 !\laxwell

( H. Weyl. The Theory 01 Groups and Quantu11I Mccha7l i l's. DOVPT. Nf'W York. Hß 1. p.11盹;

或高崇寿<<群论及其化粮子物理学中的应用>> .高等教育出版社l!j~J2. 9 页.
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4生氏密度①.相应地把场 A/. 鞠:为 Maxw('1I场②. Maxwell 场 Aμ 是一种 Abel
规范场，由于 F川'在规范变换 (2) 下不变，上述￡以及由'仨给出的场方程都在

规范变换 (2) 下不变.

F阳的方程场 Aμ 是l叫绅.矢量，有 4 个分散，独立地变分，所以巾拉氏密

度 (4) 给出的 Euler-Lagrange 方程是
θζθι 
页;-qa苟言;=(}+θ11'81'.4" - 81' 8" A I' = θμ p!'" = O. (5) 

另外，由 F川的定义 (3). 容易验证有

θλFμ ，， +θμ 几λ+θJλμ= O. (6) 

上述二方程 (5) 与 (6)，就是 Fμν 满足的方程，也就是场 P 满足的方程，鞠:为

M皿wel1才程.

规范条件 从 Fμν 的定义 (3) 可以看出，立在场 Aμ 的规范变换 (2) 下不

变.由于允许有规范变换 (2) 的任意性，所以，在选择场 Aμ 的 4 个分量作为对

场进行动刀学描述的正如!坐标时，存在一定的任意性.这种任意性是---种非物理

自由度，它表明 Aμ 的 4 个分址不完全拙立，可以给它们加上附加条件.这种对

Aμ 的附加条件称为规范条件.

不同的规范条件，给tfl 不同的规范.常用的规范有 Lor('ntz 规范. Coulomb 

规范和辐射规范. Lorentz 规范条件是

句.Aμ= 0, (ï) 

这个规范条件是相对论不变的.但是下面将会指出，它不能消除所有非物理向

由度，在理论结果中还含有非物理成分，需要设法排除.
Coulomb 规范条件是

V.A=O (8) 
和

V2 .40 二一ρ‘ (9) 
这里 ρ 是产生场的荷密度.在 Coulolllb 规范里分世 AO 不是她立变量，而是由
荷分布确定的函数.对于 l'l rh 场， ρ= O. 可以选择

.40 =0, (10) 

它与条件 (8) 给出的规范，鞠:为辐射规范.有些作者也林之为 Coulomh 规范.
…-… 

( A. Zee, Quantum F.c/d Theory m A NutshelL Princeton l'niνersit 、 Pr田s. 2003. p.30 

③邓稼先的 4量子场 ì~>> 手袖中也用这个名称，见 4邓稼先文集>> ，安徽教育出版社-
2阳年 288 页.
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不难看出，当矢量 A 是平面披时. (8) 式给出

k.A =0. 
) ''A tA ( 

A 与波矢量 k 正交，只有在与 k 垂在的平面内的两个分量.没有陪着搜矢量方

向的分量.A是横场，没有纵向分量.所以，在 Coulomb 规范或辐射规范中，由

于条件(剖， A 的 3 个分量中只有两个是她立的，能够完全消除非物理内由度

这样做的代价，是失去了理论在形式上的相对论协变性，对于最后结果的相对

论协变性，需要进行专门的讨论.

Maxwell 场存在非物理f1 rh度，这给场的量子化带来ff{大困难.为了表明非

物理自由度的存在，需要讨论场的角动量.下面先简单从物理上解释.

多余自由度的物理解辑把 F'W 中的场结 Aμ 具体写出来，并取 Lorentz 规

范，方程 (5) 就成为 ò'Alembert 方程

θμ(θμ .4，" - 8" .4，μ)= 缸。μ .4，" - ü"ðμ A" = θμθμAν= O. (12) 

这个方程有平面被解

ψ，. (.r) = ._ r.:.- e-ikvx
" (13) 

(如)3/2 .，fEj

,.;) = ,.;) (k) = Ikl , (14) 

即场的粒子没有质量，能世正比+动鞋，是零质量位子

四维场量占的空间部分 A;育 3 个分量.如果场的粒子具有质量，就可以

换到胆子静止的参考泉，这 3 个投影之间可以通过空间转#J相联系.都可以现

测到.但是无质量胆子以光速运动，不可能换到位子静止的参考系.在 A 的 3

个投影中，只有在与粒子运动方向垂宦的两个投影之间可以通过空间反射相联

系.相对于桂子运动方向 k 这两个投影可以叠加成有旋与丘旋两个态仨们旦

为空间反射态.对于车质量鞋子的矢蛙场.4，" .只能观测到 íl 旋投影与运动方向

相同和相反的两个态， 在 A 的 3 个分量中，只有两个是独立的，有一个非物理

的多余自由度.

从数学上看 Lorentz 规范只是一个条件，加上它以后，只能把夕的自由

度从 4 减到 3. Coulomb 规范和辐射规范分别都足·两个条件，加上它们，才能把

Aμ 的自由度从 4 减到 2.

3.2 场的角动量

坐标空间的转动若场 Aμ (x) 绕 z 轴转过角度"(，则场点 z 转到 æ'. 有



3.2 塌的角动量 31 

I = I sin') co町~)( ~ ) (15) 
U)~( ∞s ') - sin ') 0 , I x 

1 \ 0 0 1/\ 

类似地，场绕 Z 铀转 α 角和绕 U 轴转 β 角的转动短阵分别为

(lO O I icβ01 
o COSα-sinαI ' 0 1 0 I . (16) 

o sin αCOSα/ 飞 -sinβo cos /J I 

一般的转动矩阵是上述三个短阵之积.采用符号 (01.02 ， lJ3) = (α.β，可)，则当()'

为无限小时，一般转动短阵可以写成

I 1 _03 02 \ 

(的) = I ()J _01 I = 1 - iJkOk = e- iJk9k
• (1 7) 

\ -02 01 1 I 

其中 Jí 是下列距阵:
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它们是生成三维坐标空间转动的算符，满足下列角动量算符对易关系:

lι Jj ] = -if;/ Jk, 

其中f../' = gk1 f. jj/' 而 fijl ;是如下定义的三维三阶完全反对称张量2

(::二ikj = -('j 

(1 9) 

(20) 

用 f.ijk ， 又可以把(1 7) 式写成

αJ = 9~7 +ε;KOK. (21) 

亦即

(Jk)j = ifjk' (22) 

x" = x' + 马kx1 0k. (23) 

矢量塌的自旋本征态 (18) 式的角动量矩阵作用于三维空间的坐标，有
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真中 (e 1 .e2 .e:l) 是王个坐标轴方向的单位矢量.

这三个本征态的物理，可以从一个简单例子来看.世有一沿 k//e:~ 方向传播

的矢量简谐搅，贝IJ可用这三个本征矢量来展开，

A(x.t) = (α )e) + α2 e2 + α:~e3 )e - i( u) I-k.",) 

= (α+e+ + α_e + αoeO)e-i(wt-kz) (25 ) 

α+ 主(α1 一叫‘。=土(a) + 叫 句=句 (26) 12"-' ._~，. 12 
于是，从旷的展开式 (24) 可以看出，立在 e2 方向振动的相位比在 e 1 方向的

落后 π/2. 是在 (J' .y) 平面逆时针旋转的单位矢量.而在附着 z 轴的传播方向，

相位随着传播距离 z 的增加线性地减小.所以， .J ~在传播厅向投影 s = +1 的

α+ 分量是有旋搜.同样可以看出.s一 l 的 ι 分址是丘旋旋 8=0 的 α0

分量是纵搜. 夫量场是自旋为 l 的场，这三个态是场的自旋角动量本征态.

矢量场的角动量 现在来一般地讨论矢址场的角动址.场 Aμ( J')是时空中

的网维矢茧，真空间部分 A(.r) 足三维空间的矢址，在空间转动下按矢量转动，

旷→ :1" I = u. 'J .1:.1 • A' (.r)→ A"(.c') 二。;AJ(z). (2ï) 

假设不可能通过场AI-'(工)来观测绝对方向，即 ζ 在空间转功 F不变.运用 Noether

定理，这时 ÖXO = öAo = O. 而

缸， = f~kXJ(}k. öA' = (~k .4Jøk. (28) 

代入1.3 节守1'9:流密度的 (.55) 式，并注意对场 Aμ 的指标 μ 求和，就有

J 。一 /θιn\
=一一一.， öA'-( 一-一- [)，.俨一 ι 11". I Ö.r' 

θ(1) A' 飞 θDoAμ-" '} 

r (θι\θι]ι 
= 1-( 一-一-:-- D' Aμ-ιI]'JI I f , ,!-:rJ + 一一一- f'. ,.AJ 1θ" 

l 飞 θθ'nAμJ )仙。θbA' J"" I 

由于上式圆括号中的结I正是场的动量密度(参阅 2.2 节(..t ï) 式) . 

2θι ，、
一一-û'Aμ 一 ι。"

δ岛AIJ _.- -J 

(29) 

(30) 

于是 (29) 式可以写成

j 0 = (þfk + Sk)庐， (31 ) 
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儿也 = f'jk X 'P1 (32) 

是场的轨道角动量密度，而
S θι A 

k = ð瓦互if~kA) (33) 

则是场的内禀角动量密度，即场的自旋角动量密度.

(31) 式表明，场的轨道角动量单独并不守帽，加上臼旋角动量以后，总角动

量才是守恒量.在动量空间可以看出，场的轨道角动量与自旋角动量来自粒子

的轨道角动量与 Ci 旋角动茧，而场的总角动量等于粒子总角动量之和.

需要指出，轨垣角动量密度 .!vf k 联系于空间转动下坐标的改变 Öx\ 而臼

旋角动量密度 Sk 联系于场的相应改变 öA'. 标量场在空间转动下不变， φ → 

φ'(;;) =φ(x) ， Öφ= O. 所以标量场没有自旋角动量.标量粒子自旋为零.

矢量场的自旋角动量先来算 Sk. 由于

ι=-1(θμAv 一 θv Aμ )(θμAν-FJS)=-1(θμAvÐμ Av 一 δμ AIIÐvA1'). (34) 
2 

θι 
→一一 =θ';A" 一 θ1) A,. (35) 
θδbA' 

把上式代入 (33) 式，有

Sk = (θ， AO _θOAa)ESJKAJ 

对辆射规范， A (J = 0，上式成为

Sk = 一 (θOAi) Al fi)k = [一θ。 (AJ A') + A'δo Al ]f悦

=(θON)A)(价+ (AiaO AJ - A1 δOA')fiJk 

= -Sk + [.4 'θ() .4)一 (θoA')AJk叭啕 (37) 

其中依次用到了 .4 'A) = A1A' , f)ik -fijk 初"í i 并 J 时 AJδO .4 i = (θOA') A1 

(见下一节).从上式即可得到

SK=jIMAJ-lθOA' ).4)](i) /O: = 一 i';A' i 品 A1 (, jk. (38) 
J" 2 'J 

与实标量场类似地，可以把 A 展开成

(36) 

r d 3 k 
A(阳x.t叫.t)川) = I 一芒~言~_ e í:: (U. 'es(' 

/ ν (:.! π j尸":.!山叫.' 向 …J 

, 

其中极化夫量 ek 是第 3 轴沿 k 方向的坐标蝶的 3 个单位矢量，

eí::' ek = ö..剿 (40)

注意单位矢量 ek 与算符 α灿的角标 8 是矢茧的序号，不是分量指标，不过仍遵
循 Einstein 约定， (39) 式包含对 s 的求和.在辆射规范中， V'. A = 0，上述求
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和只有两个横场项 s = 1, 2‘没有纵场项 et. 此外，约定

etk=-ei e-h =ei- (41 ) 

于是，把 (39) 式代入井化简后，场的总 n 旋角动ttt 为

Sk = Jωk = ~ J山川♂)k(叫，， -49饨~' ) (42) 

当 k=3 时，上式成为

S3 = ~ J d3州州k叫叫i日(句灿叩l川α

=iftkl(叫++川叫一(叫-+αLJK-)l 、 (43) 

其中

αk::t =土(akl 平 ia叫咱 α 土(41 士 i42) (44) 
k土ý'2

(43) 式表示.场的有旋分量 ak+ 贡献自旋 +1，左旋分址 αk- 贡献自旋-l.这就

表示粒子是极化的，有两种自旋投影土1.分别对应f右旋与丘旋态.

所以. Maxwell 场的位子质量为零，以尤速运动，自徒为1.这就是尤子.于

是 Maxwell 场 Aμ 又称为尤子场或电磁场.注意有的作者只称几v 为场，而

称 Aμ 为场的势，这还是沿用了经典电磁理论的概念. 经典电磁场只是这里讨

论的场在 h → 0 极限下的经典和宏观近似，这里的概念和图像比经典初宏观电

磁场的更基本.我们不用"电磁场"这个称呼.下面就来讨论 Maxwell 场的量子

化.

3.3 Maxwell 场的正则量子化

由于存在多余的非物理内由度， Maxwell 场肝的 4 个分量之间存在关联，

不完全拙立，这是有约束条件的正则量子化问题①.下面分别给出在两种规范
中的做法.

1. 辐射规范中的量子化

正则动量从￡的表达式 (4) 和 (3)，可以算出与心其辄的正则动量为
διn _n 

7rJJ =一← = FJJU = 伊A
\J

- åUA,J. (45) 
θAμ 

这就表明，场的正如l动量只有空间分量 π飞与正如l坐标 Ao 共轨的时间分量为零.

π。= O. (46) 

① P.A.M. 狄拉克<<狄拉克量子力学演讲集)) ，袁卡佳. ~J耀阳译，科学出版社. 1986 年.
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这是多余的非物理自由度的结果.

对于辐射规范，由规范条件 AO =0. 还有

π• =-A'. ( 47) 

在辐射规范中，场的正如!坐标 Ao 和与之共棍的正如!动量 π。都为 O. 于是，可以

把辐射规范中自由场的 ι 与对分别写成

ι=卡μAII - 811 AIl )川ν 一川)

=-lthAJOA'-1(δiA) - DJAi)(δ雹 AJ - ♂ Ai) = ~ r(Ä)2 一 (ÿ x A)21. (48) 2L'--' --'J 

衍 =π'll lJOAμ-ι=;lA2+酌 A)2]. (49) 

横场正则量子化规则由于没育与 Ao 共辄的川，按照正则量子化规则， Ao 

与所有算符对易，官实际上不是算符，而是一个实函数.场算符只有 Ai 与刑.

注意 Ai 与 f 是厄米算符，官们的等时对易关系是

[Ai(x , t). AJ(x'. t)J = 0 ， πI (x. t) 、 πJ(x' ， t)J = 0, (50) 

[Ai(x. t) 、 πJ(x'.t)J=iglNx-x'). (51) 

在写出上式时.要注意与 Ai 其辄的正则动量是 JTI，以及扩川·

在上述对易关系中，需要对 (51)式作一点修改.因为

￡ 川 t叫). JT} (x'. t仆)J←=[阳ÿ.A剧(x叫t川川)，JT问'厅叫π盯旷J
如果选择 Cou旧ùoo口m巾b 规范， ÿ.A =0‘上式就等于 O. 而在另一方面， gjÖ(x-x') 

对 z 的散度井不为 O.

立 J f 血，,q:i gj Ö(x - x') = i I 一f\;_ k;eilc ， (z-z'> 并 O. (53) 
1j (2叫3 "J 

为了消除这个不一致，可以引入元做皮 6 函数

可(:.: - X') 三 ffEeik(z-4)(1kzkJ}(JMJh(z-21·(54)J (2π)3 飞g; 一 k1kl ) = \gr + ÿ2 ) 

而把对易关系 (51) 修改为

[A.(x. t).nJ (x'.t)] = i&/(x -x'). (55) 

这个修改来自多命的非物理 tl 由度，是技术性的.在下面将会看到，在动量空间
中只用愤场的算符，得到的对易关系正是正则量子化给出的 Bose 子产生与消灭
算符的对易关系.
这个对易关系除了与 ÿ.A=O 相容外还要求 ÿ.A 与所有算符对易.这

就表明• ÿ.A 与 Ao 确实都不是动力学变iïf:.通过适吨的规范变换，可以使它
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们成为 0，而不出现在理论中①.这就意味着进一步选择了辐射规范.这悻做，
虽然失去了理论在形式上的相对论协变性，但优点是在理论的表述中只出现辐

射场的两个横向自由度，而没有多余自由度.

动量空间前面已经指出，在辐射规范里， A(x) 满足 d'Alcmbert 方程，有

平面波解 (13). 它是厄米算符，可以写出

A柏州(归例Z叫)= J 山k[aα h叫川叫ψ向刚k叫山(仰Z川
注意现在能量 ω=1陆阳k蚓1. e吨L 是描述偏振的正交归一化单位矢址 s 是偏振态角

标.条件 ~.A=O 排除了 ei 项，只有横场.

于是，与实标量场类似地，可以从 (56) 式解出

如 =J问(叫 [ek. A(x)] 附

中 -J向k(X) i 品 [ek. A归)]. (58) 

从场算符的对易关系 (50) 与 (55) 式，可以推出算符 αkB 与 48 的对易关系:
[aαlea扣'αh的，、5'] = 0 ‘ [aαks' αLL、γ'S']ν，] =0吨 [aαk8扣.αL，] = bss 

这是在动量空间的 Bω删e 子产生和消灭算符的对易关系轧 s 取 l 与 2，相应于粒

子两个互相垂宦的线性偏振态.

把 (56) 式代入晗氏密度算符 (49) 式，可以推出

H = J d3 x1i = J叫 [(Å)2 + (\7 X A)2] = J叫 [(Å)~ - A. \7 2 A] 

= ~ J d3xA. i 品 A=fAE(叫s + al. ak.) (60) 

其中去掉了对积分无贡献的散度项，并且用到了 A 满足的 d'Alembert 方程.上

式表明. Maxwell 场的能量是量子化的，场的拉子是 Bose 子，具有两种不同的

偏抹态，每个拉子携带能量 ω= Ikl. 类似的讨论还可表明每个粒子携带动量 k，

没有质量，以光速运动.前面已经指出，这种质量为 O 臼旋为 l 的 Bose 子，就

是光子.注意 P 是厄米的，光子无荷，是纯中性粒子.

Aj(x) 与 Aj(灼的一般对易关系有了动量空间场算符的对易关系 (59)，就

可以从 (56) 式来计算 Ai(X) 与 Aj(灼的一般对易关系，

[Ai(x) , Aj(x')] = I d3 k L ekiekj[i;?k(X) i;?k(X') - 吟(X)如 (X')]
笋3

① J.D. 比约宵. S.D 德雷尔. <<相对论量子场)) .汪克林等译.科学出版社 1984 年，
78 页.
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=-f￡t(如J+ 斗争 ) [e-ik(X-X') _ ei忡 I') ] 

=力i.l+ 等)D(x - .r') 
-A RU 

其中

叶 z ' ) = 4 ￡t l f i M F r ) - 俨/均叮)] = ~印(υr 一 j均州川川)川儿b队1 ，11
在上述推导中，用到了单位矢量的完备性

ztLFLJ=-98J 

(62) 

) 、
4
3

tu ( 

2. Lorentz 规施中的量子化

规范固定项和 Feynman 规范在前一小节已经指出，根据(-1)式的 L 与

A。其辄的正则动址 π。= O. 这意味着 Ao 与所高算符对易，所以立实际上不是

算符，与 Ai 不同 Ao 与 Ai 不同，就没布 Lorentz 协变性.可以修改 ι 使之

给出的 π。并 O. 而且在给出恰巧场方程的同时，还保持 Lore1ltz 协变性.

为此，可把 ι 修改为

ι=卡JVJM)2 阳)
新增的第二项，称为规范周定项.由此 ι 可以算出

。ιθι
-一一=一θ/'AV + θνAμ 一 λQμVå"A<T 一一= O. ((ì.'í) 
θθμAν~ 8.4 

从而 Euler-La/l;range 方程为

θμθμAV 
- (1 -λ)θν (8o A O ) = O. (66) 

为使上式成为 d'Alembert 方程，可取 λ= 1.这通常称为 Feynman 规范.当然这

并不真是一种规范.

正则量子化与 Lorentz 附加条件由于 ι 出现在积分中，可以相差任意问

维散度项， λ= 1 时 (64) 式可化为

ι2机时

于是，与 Aμ 共辄的正则动量为
διn 

7r/' = --一θUAμ = -Aμ. 
θA" 

现在可以写出正则量子化条件:

(67) 

(68) 

[Aμ (x. t) , Av(x' , t)] = O.πμ(x ， t). πν (x'. t)] = O. (69) 

[Aμ (x. t). πν (x' ， t)] = i9
JJ
vf> (X - x'). (70) 
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由于刊 = -ÃIl， 上述对易关系的后二式可化为

\Ãμ (x ， t) 呛 Ã ，， (x'.t)] =0, \Aμ (x. f). A,, (x'. t)] = igμ"ö(x - x'). (71) 

若把Lorentz 规范条件 ållAIl = AO-~.A = 0 看作算符关系，就有 AO = ~.A ， 

这与上述对易关系第二式冲突.所以 Lorentz 条件不能吗作对算符的约束，而

是对算符平均值的约束，即

(ψ|δμAμ|ψ) = 0, (72) 

其中 |ψ) 是系统的物理态.这称为弱 Lorentz 规范条件，简悻 Lorentz 条件.下面

在动量空间里将会看出，这个条件还可进一步简化①.

极化矢量与动量空闽 现在场算符 Aμ 有 4 个分茧，需要引入 4 个姐立的

四维单位矢量 e~ll' 它们依赖于植矢 k. σ=0， 1 ，2 ，3 是 4 个矢量的序标， μ 是每个

矢量的四维分量指标 e~μ 是类时矢量， ELμ 是类空矢量.它们满足Lorentz 不

变的正交归一化关系

EZ-EZ'=gμνeZJZL=EZoEZL-eZlrz;-42czi-rZzezi=9σσ(73) 

和下述完备性关系

gσu， ekμEZL=e:μetu-eLμELu-r:μE:ν-riμEiu=gμν(74) 

当波矢沿第 3 轴时， 护 =(ω， 0.O ， k). 可取以下械化矢量

11\ I 0 飞 I 0 飞 I 0 飞

I 0 I I 1 I I 0 I 句 I 0 I 
eU = I ~ 1 , e' = I ~ 1 ，扩= I _ 1. ('J = I __ 1. (75) 

I 0 I I 0 I I 1 I I 0 I 

飞 01 \01 \01 \11 

可以看出有

k . e( 1.2) = O. (76) 

即 e1 与 e2 是横向极化夫量， e3 是纵向极化夫量.

利用单位矢量 e~μ' 就可以把场算符 Aμ (X) 在动量空间展开为

4州机(X

其中明写出了对单位矢量序号 σ 的求和.从上式可以解出

阳 = guu' J向k(X) i 品 e~~AIl (x). (78) 

alu = -guu' J问(呐 dL州). (79) 

①马仕俊研究过Lorentz 规植条件的问题，见 S气T. Ma, P忡B. R.e、ι Tð (1倒9) 535 
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利用场算符的对易关系 (69) 与 (71)，就可算得

[αIca ， alc'".'] =0. [al". , al'<7'] =0. [alc小 αIc 'σ ，] = -g".".,ö(k - k'). (80) 

这是 B耐子产生与消灭算符的对易关系， σ=0 的光子称为标量尤子或类叶

先子， σ= 1 ， 2 的光子称为横尤子，而 σ=3 的 'Jt子林为纵尤子下面将指出，标

量光子与纵光子是非物理的，其放应可由规范条件消去.

协童对易关系 与 Coulomb 规范的情形类似地，利用上述动量空间场算符

的对易关系 (80) 和单位矢量的完备性关系 (74)，可以算出

[Aμ (x) ， Av(x')] = -ig川， D(x - x'). (81 ) 

动量空间的 Lorentz 条件把 Aμ (x) 分成正频与负频项之和，

Aμ (x) = A~+)(x) + A~-)(x) ‘ (82) 

AY)叫

就有

(ψ|θμAμ (x )l ψ) = (ψ|伊A~+)(x川的 +(ψ|δμ A~-)(x)1ψ)

=(ψ|δμA~+)(x)1ψ) + h.c. ‘ (84) 

其中 h.c. 表示前项的厄米共辄.于是 Lorentz 条件简化为

δIl A~+)(:z; )1ψ) = O. (85) 

带入 A~+)(x) 的动量空间展开式和伊 = (k ， O ， O ， k) ， 上式就等价子

ekμkμα1c".1ψ) = k(α/co 一 α1103)1ψ) = O. (86) 

从而 Lorentz 条件最后简化为

(alco 一 α1c3) Iψ) = O. 

这就是说， 对于任何物理态，标量尤子与蚁尤子同时存在，
尤子或烛光子.

此外，由上式还有

(87) 

不存在单独的标量

(ψ|吨。alcll - al3aIc31 1/') = o. (88) 

由于对易关系 (80) 第 3 式右边的因子 -g阳·标量光子的光子数算符有一负号，

Nlco = -aloalcu , (89) 

与标量场类似地，这里己ìJ:撞到箱归一化于是 (88) 式表明，标量光子数与纵光子
数之和在物理态的平均为军，从而标量尤子与纵尤子对物理观测量的贡献相反，
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互相抵消，没有可观测效应.所以标量光子与纵光子属于非物理自由度.下面就

来看能量动量的具体情形.

光子的能量动量与标量场相前面 Cot巾mb 规范的情形一样，考虑到能量

动量密度出现于体积分中，三维散度项可以去掉，以及考虑到场量满足的运动

方程，与 3.2 节 (30) 式类似地，可以推出
θc 

μ= 一一一-δμAV 一 ιgUμ = -~Avì ôo θμAV • (90) 
δðoAII 

ft入 Aμ (x) 的动量空间展汗式(ì7)、并注意阿维单位矢茧的正交归一化关系 (ì3).

就可算得

pμ =-J叫 kl1g叩叫。 +αL伽).川
注意因子 _g(1(1 使得标量光子项高一负号，根据 (88) 式，上式在任何物理态平

均的结果都只是横光子才有贡献.所以， 虽照每种尤子都贡献能量与动量，不

过对于任何物理态，标量尤于与纵尤子的贡献相反，互相抵消，只有横尤子才有

可观测的效应.于是，在 (91) 式的实际计算中，对 σ‘ σ' 的求和只需取横光子.

不定度规栅念前面已经看到，由于 Lorentz 协变性的要求，光子产生消灭

算符的对易关系中包含因子 9(7(7"使得类时Jt子的光子数算符有一负号，于是有

(nkohL。αkolnkO) =一 (nkolNkOl ll k川= -nko(11kolnko). (92) 

而上式左边又可写成

(1IkO - 11 JnkO . "fi币InkO - 1) = Tl kO(nko - 1111ko - 1). (93) 

令上述4式右边相等，就有

(nkol ll ko) = - (η kO 一 llnko - 1) =…= (-1)""υ(010). (9-1) 

态矢量的模方可正可负，这就意味着所考虑的 Hilbert 空间有不定度规. Gupta 

与Bleuler ①采用具有不定度规的量子力学②，严谨地论证「上述具有相对论
协变性的量子化理论.

在同维时空中，任一矢蛙 Aμ 的模方

A..A=gμvAμ A
V (95) 

不是正定的 911 11 中有正有负，这就是 ~1illkowski 空间的不定度规.正是这种

Minkowslå 空间的不定度规，使得类时Jt子产生消灭算符对易关系右边出现负

号，导致了 Hilbert 空间有不定度规.

( S. Gupta. Prnc. Roy 岛c. 63A (1950) 681: K Bleuler. Helv. Ph;ys. Acta, 23 (1950) 567 

( P.A.M. Dirac, Comm. Dublin lnst. Advanæd Studi四 A， No.l (I归3); W. Pauli , Rf'\'. Mod 

Phys. 15 (1943) 175 
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具有不定度规的量子力学，定义态矢增 I ~'.)的模方为

(ψ|ηI I!.'). (96) 

其中 η 称为度规耳符.要求态矢母慢方为实散，就要求 η 是厄米算符，

ηt =η(97) 

根据量子力学的统计诠霄，物理态的模方必须大于 O. 所有院方非正的态都是非

物理态，称为鬼态

观测量 F 在态矢量 111')上的平均值定义为

(川 T/FIIJ')
(F) 二-一一γ (98) 

(l/'lr/I1)! I 
要求 F 的平均值为实数，就要求

F= η-IF↑ ry. (99) 

这就是说 F 的平均值为实数的条件不再是 n 厄性 F = Ft‘而是上述条件.把
上式右边定义的算符 η-1尸η 称为 F 的伴耳符.则上式就是算符 F 的自伴条件.

在不定度规的量于刀学里，自伴算符的乎均值为实数

度规算符的具体性质，要时1物理问题的具体条件来确定. Gupta-Bleuler 理

论根据l\1axwell 场的物理性质，确定了度规算符在光子数表象的表示，以及相

关的计算公式，有兴趣的读者可以参阅他们的论文或有关书籍①.

3. 真空军点能与 Casimir 力

零点能的估计 与实标茧场类似地，从动量空间的积分过渡到相归一化的

求和， (91) 式给 I.H场的能量为

E= p O =注卜(叫JULsuka)= 泣山， (1\",.. + ~). ( 100) 

其中 8 是横光子的偏振态，而 Å'O =ω= 峙'(Ikl). f是零点能为

Eo =ε乞i=乙(Ikl). 川
再过渡到l积分，就是

{X ~'k~ 
Ert= 一-'-.. I -1πk"dk. k 二 lim 一→

(2叶'九 kc→oc8刑
(102) 

①例如 W. P"lI li. 也泡利物理学讲义 6 场量子化选题>>，棋铭熙、苑之方译.人民教育
出版社， 1983 年，7'.l.比邹国兴. 也量子场i~ 寻论>> .科学出版社， 1980 {f-, 37 页-
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kc 是截断的波矢上限.上式表明，当 kc →∞时零点能是 4 次发散的，是一种

紫外发散.

Casimir 力 设有两块平行的金属极.相距为 d. 考虑它们之间体积为

V=L汩的薄层， L >>d. 由于厚度 d 很小，场沿厚度方向的动量 kz 取离散值.

两端为节点 kz = k.. = πn/d. 于是薄层内场的苓点能为

Ed = 宗 nZ∞;汇叫kd = 豆。'‘三f叫k (103) 

kd = Jki + k~ + (-rrn/d)气

。 =(l n>:: 
这个能量与场在自由空间同悻体职内的零点能之是为

陆 = 2 04 f ω IIkd - 告引1
00

俨∞气f叫d 

=三[言Ong(守)一 ;fdkzg叫

(104) 

(1 05) 

(106) 

其中

k = vk; + k~ + 吨，

9(kz)=fd叫kf(k/儿)
f(x) 是引入的光滑截断函数，

f(x) →~ 1, x<< 1 ， 则
I U. x>> 1 

令 κ= 丙可= 7I"o/d 和 kz = 7I"v/d 以及 ç=α2 +V
2 , fRJt g(kz ) 可以进

一步写成

(107) 

(108) 

9(kz)=jf2m叫2 + (7I"v/d)2 f( ";1\ 2 +叫)2/kc)
('X π -1 F(ν) 

=币 Jv1 dç v1, f( 7I"v1, /kcd) = 丁F

F(v) = 1~ dç v1, f( 7I" v1, /kcd 

(110) 

) 
噜
E
A

嘈
-
A

,, .• 
( 

于是

6En = L~ r号 π4F~n) _ ~ f∞ dkf旦丘l
Co = 71"2 l缸。叮F一川 z 4tP 'J 
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=在[主川) - 10
00 

(川) ] 

aA 重矢.场

(112) 

用 Euler-Maclaurin 公式①可以算出

L OnF(n) - L dvF(v) = 一-LF'(O)+-L丁F"'(O) 一
OA 6x2! …x .t! 

=一-L x l}+-L寸 x [-4f(0)] 一
6 x 2! . 30 x 4! 

1 

180 
(113) 

_212 
6EnE=-L二二­

u - ï20cJ3' 

从而
) i l l ( 

最后得到单位面积金属板受力
1 ð6Eo π2 

且一 .-

h 一 L2 丁)d.... -五百王' (115) 

负号表明是吸引力.

C凶imir 预言的这个放应，表明 Maxwell 场的真空车点能虽然是无限大，但

其有限的改变却可观测，不能随便扔掉.这个例子具体显示了量子场论中的无限

大问题，以及用截断积分上限来回避无限大的做法. (1+ 1)的一维场的 Casimir

效应计算简单得多，但却能更清晰地呈现这种做法的精神(见练习题 3.ï).

nu -EA l 

重矢蛙场

在 (4) 式 Maxwell 场的 ι 上加一质量项，就是

ι = _~F."，FI'I' + ~m2A..Aμ 
4 ,-- 2 

这个推广了的模型拉氏密度给出的运动方理

θμpJ /.' + m:.!Aν= O. 

3.4 

质量项和 Proca 方程

( 117) 

称为 Proca才程

在方程两边取散度，由于 F阳 = -F叩 . ð，Jð"F川= O. 育

m2θ/.'A/.' = O. (118) 

因为 m 笋 0，所以有 LorE'ntz 条件 θ/.'AV = 0，不能再对 AV 作规范变换.从 (116)
式也可直接看出， 质量明破坏丁规范不变性，有质量的场没有规范不变性.

①王竹模，郭敦仁. 9 页2004 年，也特殊函数概i企班，北京大学出版社，
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由于有 Lorentz 条件，场的 4 个分t重点'中只有 3 个强立.可以取空间矢

量 A' 为姐立变量，这就是l!旋为 l 的矢茧场. ft入 Lorelllz 条件 PrOC(l方理

(11 ï) 就化成 Kleir卜Gor山u 方程

(θ"θν + m2)A" = 0. (1 1()) 

所以 m 是位子的质量.这个有质量的矢世场，称为重夫量场 (1IIILSSi\'C' \'C'ctor 

field). 注意除了上述方程外， Aμ 汪必须满足 LυrC'lItz 条件

。μAμ= o. 

正则量子化 14正则坐标 Aμ 共辄的正则式1)吐为
θζ 。

μ= 一一一一 = F"o = i)l' A" θ(1，4". 
θθbA" 

(120) 

(121 ) 

由于 AO 不是她立变址，上式给出的 π(I = 0 不是问题，自意义的只是空间分址
臂但是 AO 一般不为2芋，这会给具体计算增添麻烦与不便.拍照正则虽子化规

则，正则对易关系为

[A ,(x. f) .AJ(x'.t)J = O. 

[π.(x.t). πJ(x'. t)] = o. > 
[A ， (x.t). πJ (x飞 t)] = iujÖ(x - æ'). I 

从 Proc!I.方程 (11ï)可以解出

4
11 =一扣，尸。=一击。厅 牛?才

所以，40 R: 'il"的函数.此外，从 Lorelltz 条件:还有

.40 = -8i A i 二 -ÿ' .A.

上述J二式，就是关 r AO 的两个基本关系.

根据Æ则对易关系(1 22). 由( 12:3) 与 (124 )式可分别推出

[4fb t) 矿饵'. t卜 tzb(z-i)

IAU(z t)AV 中一古川(x - æ') 

此外，把(1 23) 式 ft入 f 的表达式，就有

矿=川。-.4' =一主川tπJ -.4 ' 
由此得到

A， = π 主δ，的J
T二是，根据正则对易关系( 122) 还可推出

I 8;8， 飞
[A.(x ，川](x' ， t)] = i(U'J +扩 )b(x - x') 

(1 22) 

( 123) 

(1 2.:1) 

(125 ) 

(126) 

(l 2ï) 

(128) 

(129) 
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作为正则变量 A' 与 π' 的函数，确定到相差一个对体积分无贡献的三维散

度项，系统的晗氏密度为

π= 叫一 ι= ~ [π2+ 主(vπ)2 + (\7 X A)2 + m?A2] ( 130) 

动量空间 Aμ 满足 Klein-Gordoll 方惶，可以按平面波展开，

丸仙.(μ(.r叶d哈3k主4呜仙仇，，[μ川[a问川α句k
注意这时 ω户=VI?叮τ百百2 要上式1满荷足肌Lρ川川on厅川rentz 条f件牛， 就有

/,-1'Ckl" = O. (132) 

这是对单位矢址的一个约束.在 4 个姐立的|叫维单位矢量中，只能有 3 个同时

满足上述条件，取 s = 1. 2. 3. 与前面一样，通常取空间第 3 铀滑 k 方向，空间

1，2 轴与之构成有手坐标系.于是 k'" = (协'.0 ， O. J,) ‘ 
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(133) 

μνσρ_ .."1 
Ckμ e í."， = Y"" , !J(T P('~μ4ν= 如ν ( 13.J) 

此外，还可巾 (131) 式写出

π， (x.t) = θ， AO(z.t)Aa(z.1) 

=价啥叫-knCk，J[aks 'Ý' k (叫8 -Pie(;z-)]. (1 :3:1) 

从(1:31 )式可以解出

如=←! d3x'Ý'~(呐「川 (r) ( 136) 

或

。"'一等)aks ' = ! J3x ,;i,(.r) i ~ (~k ， A'( .z:). (13ï) 

注意上述」式右边的求和范围不同.利用对易关系 (129) 等，从它们都可算出

[aks. ak' s'] = 0. [at , al ,..'] = O. [llk...U l-.,] = -gss,Ö(k - k'). (138) 
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能量动量与角动量矢量场的能量动量密度为
θ￡ μ= 一一-一♂'A"-CyOμ = F"oθμA" 一 ιlμ= 汀'θμA;- ι90μ(139)

θâoA" 

注意 πo = O. (130) 式已经给出了在坐标空间 û二贝IJ形式的能量密度对 = pO. 代入

(131) 与( 135) 式，即可推出官在动量空间的表达式.不过与标盐场和 Maxwell

场的做法一样，可以利用场量所满足的运动方程把算式进一步简化

先来改写其中的 ι，

C = -~FI'"F~ν+jdA川 =-j(θJv)Fhim

=卡μ(川ν)+;ιA，札tν，阳阳叫+仙ν门)二-;护扣ι扣θq乱阳4μ川ι，(川ν勺).口14f拍州o创)月) 
最后一步用到了 Pro正o川【C咀?沮a 方程.再把三封t:散度部分分开写，就是

C= 一认(AνFO，，) - ~âi(A"FiI') = 与(A旷)-la(AvFW) (川2- V \--V- 2-"--v - 2- V \--.' 2 

注意f'ÛO = 0 和扩 = F iO
, 

现在把上述 ι 代入饨的式中， i主意三维散度对体积分无贡献，就有

对=州A， 一 ι=州A， 一;岛(Ai íT i )

=jl(句AEWE-AMl=iAsi 品 π (1 42)
其中由于 (128) 式，有 πa岛A， =(δbA ，)π 最后， ft入 (131 )与( 135) 式，并对空

间积分，即得

H=Jω=j户:lx.4; i [)oπ· = ~ Jl哈
类似地，还可得到场的动量 P 与自旋角动量投影 Sk 分别为

P'=~J州州Aj -机J)
Sk = -~ Jω; i 品 A八

tt入 (131 )与(135) 式，可以进一步推出

P = ~ J d3x川i - A; V 71"') = ~ J山去(叫 +αLGKS)

(l4:l) 

(144) 

(145) 

(146) 

a=jftk[肌GL+川+)一(叫-+uL 句-)].川
上述 H， P 与 S:~ 在动量空间的表达式在形式上与 Maxwell 场一样，只是现

在粒子有质量， ω =Nτ石E. 纵场也有贡献



哥~些太熟悉张量的人，不大会摆脱张量而想出

某种更一锻约东西.我能这么做，只是因为我更执

著于量子力学约一报原理.而不是张量…. -

A人应该随对防止过分段位于一种特别约思路.

一一← P.A.M. Dirac 
4理论物理方.去>>， 1部8

4 旋量场

前面讨论的两种场是张量场.实 Klein-Gordon 场只有一个分量，复 Klein­

Gordon 场则有两个分量.它们在时空转动下都不变，是标量，也就是 0 阶张量.

Maxwell 场有四个分量，官张成的四维空间与阅氏空间结构相同，在时空转动下

同样地转动，是 1 阶张量.本章讨论的场不同，有四个复分量，张成四维复空

间，它的变换不是张量变换 ι可以分解为两个二维复空间，每个都以同样方式

随着四维时空的转动而转动.这种随着问维时空的转动而转动的二维或间维复

矢量，称为旋量.这种场则称为旋量场.

4.1 飞iVeyl 方程

1. Weyl 方程

基本的考虑 前面讨论的场，其运动方程，无论是 Klein-Gordon 方程，还

是 Ma.xwell 方程或 d'Alembert 方程，以及 Proca 方程，都是时空的兰阶偏微分

方程.现在来考虑运动方程是一阶偏微分方程的场.我们可以根据相对论协变

性要求，直接考虑场的运动方程，然后再根据运动方理来写出场的拉氏密度 ι

Weyl 方程的形式考虑场 ψ(x) 的一阶偏微分方程

战J''Í' = b'ô;ψ+Cψ‘ 

其中 bi 与 C 是待定系数.在方程两边用品作用，有

â5ψ = (b'ô; + C)ôoψ = (b'ô; + C)2ψ 

= [~(b; [，1 +削阶 +2C叫 +C才

) -A ( 

(2) 

如果取 c=o 和

{b' ， ν} = b'ν + IYb' = -2g'J , (3) 
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(2) 式就具有相对论协变性，成为 d'Alrnbcrt 方程

θμθμψ=0. (4) 

这里

{A ， B} 三 AB + BA. (5) 
满足 (3) 式的 b' 只能是矩阵，从而 ψ 必定是某种内部空间的矢量.要能构

造出句:相姐立而能满足 (3) 式的 3 个短阵 b\ 这个空间至少是 2 维.容易看出，

在 2 维的情形，有

b' = 土σ (6) 
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(7) 

(8) 

最后就得到

âoψ= 士σ'θsψ(9)

这是两个千分量方程，称为 \Veyl 才程.

Weyl 方程的物理我们先在这里定性地分析 Weyl 方程的物理，后面再作

定量的讨论.芮先.上面已经表明 Weyl 方程的解满足 d'Alembert 方程，所以

叭'盯l 场 ψ 描述以尤i走运动的元质量拉子.

真次 3 个 Pauli 垣阵作为系数出现在飞，Veyl 方程中，方程在空间转动下的

不变性要求它们以某种方式构成 3 维空间矢量.而'凶门正比于自旋 1/2 的角动

量算符，
3 1 I 1 、

s'σ\[s\ sJ] = if飞s飞 8~ = ~ = ~ ( 1 + ~ ), (10) 2 ,- . -, -- 1<- • 4 2 飞2/

内-f a' 作用于 ψ 的两个分量所张成的内部空间，所以场~，的两个分量所张成

的内部空间是位子的自旋空间，描述自旋为 1/2 的粒子.

第三，考虑、 Weyl 方程 (9) 的平面波解，有

_kO = 士σ . k. 
) '1 'EA ( 

注意 kO =士ω= 土|刷，上式就给出
σ ， k 

h 一一=士1. (12) Ikl 
E 称为粒子的螺旋性或螺旋度.它是粒子自旋在动量方向的方向余弦， ç = +1 

的脏子自旋与动量同向，处于右旋态 ç =-1 的粒子向旋与动量反向，处于

左旋态.上式表明 Weyl 场的位于是完全极化的，螺旋度为 +1 或一 1，两个
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Weyl 方程描述的粒子螺旋性相反.

从物理上看，在讨论光子i'I脏时已经指出.无质量粒子以克速运动，不可能

通过参考系的 Lor(，lltz 变换把一个惯性系中的左旋态变成另→个惯性系的有旋

态，螺旋性守恒.与此子不同的是，丘脏和有脏觉子由 Maxwell 方程统一描述，

而零质量自旋 1/2 的丘旋和右脏位于分别 fÌl两个 Weyl 方程描述. 一定种类的

掌质量自旋 1/2 粒子，要么是左旋，要么是右旋，螺旋性是它们的因有特征.

左旋态与有脏态豆为空间!豆射态，粒子具有确定的螺脏性，就没有空间反

射不变性.所以， 零质量自旋 1/2 的往子的态没有空间反射对称性，不是宁称

本征态，有零质量自旋 1/2 的性子参与的过程宁称不守恒.f面就来定量地分析

Weyl 方程的这些性质.

2. Weyl 方程的变换性质

Weyl 方程空间转动不变性条件三维空间转动的坐标变换是

.x' -----+ x' , =αγ. 

其中约是实主模正交转动垣阵，正变条件为

αdaj=9; 

与这个空间转动相应地，场()，有一立正变换，

v-• UJ'=Ad'· 

这是在」维内部空间的一个转动.用 A 作用 T方程 (9)，并ft入

â; = αJθJ ，电

就有

θ。ψ 士，1σEA-IQJtaJ'ψ

要求上式与 (9) 式的形式一样，就有下述条件，

ftJ ,AE78A-l=wJ. 

或者等价的

(13) 

(14) 

(15 ) 

( 16) 

(17) 

(18) 

，1- 1σ ' 11 =α;σJ (19) 

在二维内部空间， ;1是 2 x 2 的么正矩阵，有 4 个实参数，要由上述 3 个

条件和主正条件来确定.下面就来表明，对于普通三维空间转动，上式有解，
Weyl 方程有三维空间的转动不变性.

三维空间转动的 A 考虑二维空间的无限小转动(见第 3 章 (21) 式)电

。 = g~ + 马k fi (20) 
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对应于这个无限小转动，内部空间的无限小转型J短阵可写成

A = 1 + iEiσ (21) 

把上式代入(19) 式，略去白的二次项，就有

σ， + iEj(σ'σJ _σ1σ') =σ， + f'JkσJ (}k. (22) 

由此可以解出 Ej = (J; /2 ， 从而

A=1-;θσ‘ (23) 

其中 θ = (01 , (}2 , (}3) =θn. 对于有限角度的转动，上式给tl:

A = Ð1 /2 (n咽。) = e- i9.a / 2 = e- illσ 11/2 (24) 

其中 σn= σ .n. 这就证明了， Weyl 方程的空间转动不变性，要求在三维普通空

间的转动下，场 ψ 的两维肉部空间相应地转动 8=σ/2 是生成这个二维内部

空间转动的自旋角动量算符.场 ψ 由于具有在这个二维内部空间的旋转性质，

所以称为旋量场.简称 Weyl 旋量.

空间反射与时间反演对于空间反射变换

I 1 0 0 0 \ 

I 0 -1 0 0 
(α气) = I - - 1. (25) 

I 0 0 -1 0 I 

\ 0 0 0 -1 I 

也有 (19) 式.把上式代入，就得到 Weyl 方程有空间反射不变性的条件为

A-1σ'A= 一σ\(26)

即要求 A 与 σ‘反对易.由于 2 x 2 的么正姐阵民有 4 个实参数，线性无关的短
阵只有 4 个，除了 3 个 Pauli 姐阵，只有一个单位短阵 ι们都不可能同时与 3

个 Pau1i 短阵反对易，所以上式没有解.这就证明了 Weyl 方程 (9) 没有空间反
射 P 的不变性，宇称不守恒.

类似地，对于时间反滴，

叫= I ~ 
飞。

000 飞

1 0 0 I 

o 1 0 I 
(27) 

o 0 1 J 

也有条件 (26)，所以矶、yl 方程 (9) 也没有时间反演 T 的不变性.但是容易看
出，若同时进行空间反射 P 与时间反演 T， Weyl 方程的形式不变，
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正反粒子变换由于 σ2(σ小-(7'σ2 对 Weyl 方程 (9) 取复数共辄再乘以

σ2 可得

ðoψc= 平σ‘θ，ψC. (28) 

其中场 ψ 的变换是

ψ--. 啦=刊1 三 η'C (72ψ(29)

时是一个模为 1 的常数， ηê11C = 1. 注意算符 C 是反主正算符①.宫的作用不
仅是乘以矩阵 rσ2 还要对被作用的数取复数共辄，

Cc = c.C. (30) 

与 Weyl 方程 (9) 相比，方程 (28) 有方差一个负号，所以 ψc 描述与 ψ 螺旋

性相反的挝子.若把螺旋性相反的这两个粒子看成正反粒子，则场的变换 (29) 和

相应方程的变换 (9)→ (28) 是军质量自旋 1/2 鞋子的正反鞋子变换，两个 Weyl

方程在正反粒子变换 C 下亘换.所以 Weyl 才程在正反位子变换下没有不变

性.

Weyl 方程 (9) 在空间反射 P 变换下变号，在正反挝子 C 变换下也变号，所

以它在 CP 变换下不变. 飞，\-'evl 方程具有 CP 不变性.

中微子物理实验表明，中微子的质量为 O. 自旋 1/2. 是零质量自旋 1/2 的

植子，没有空间反射对称性，有中微子参与的过徨宇称不守恒.此外，实验还表

明， 中徽子是左旋的，反中徽子是右旋的.f是， (9) 式中取正号的 \Veyl 方程

是中微子方程，取负号的是反中微乎方程.

在有中微子参与的弱相瓦作用过程中宇称不守恒的根源，在于中微子的螺

旋性.在空间反射变换下，左旋态变成有旋态，有旋态变成左旋态.如果在空间

反射的同时也把鞋子变成反挝子，把反鞋子变成粒子，那么，系统的态仍然有可

能保持不变.

4.2 Dirac 方程

1. 自由位子的 Dirac 方程

方程的引人有两个理由需要推广上一节的讨论，把两个 Weyl 方程捐合起

来.→方面，这两个方徨分别描述Æ反两种粒子的场，这两种场应该构成一种内

部空间，就像第 2 章复标量场两个分量的情形.另一方面 Weyl 方程只描述苓
质量内旋 1/2 的鞋子，而我们希望得到有质量的自旋 1/2 鞋子的方程.推广了

①T:正行. <<:!it手力学原理>>.北京大学出版社. 2∞3 年. 97 页.
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的方程应能统一描述正反两种有质量的自旋 1/2 的鞋子，而在鞋子质量为 0 时

简化为 Weyl 方程.

上节已经指出，质量为 0 的鞋子以光速运动，具有确定的螺旋性.如果鞋子

获得了质量，螺旋性就不再是鞋子的固有性质，而有可能在运动过程中发生改

变.这是因为，有质量的鞋子运动速度小于此速，变换到沿着粒子运动方向而且

比位子速度更快的惯性系，鞋子的螺旋性就会反转过来. 位子在获得质量的同

时，将丧失具有固定螺旋性的这一特征.换句话说，具有质量的粒子.既可以处

于左旋态，也可以处于右旋态，或者更→般地处于主旋态与有旋态的叠bo~ ，

两个 Weyl 方程，分别描写左旋和有旋的粒子.如果粒子没有确定的螺旋

性，在左旋态与有旋态之间就会有精合.于是，可以尝试把两个 Weyl 方程桐合

起来，写成

(80 +σ'8;)'~'R = -imψL' (31) 

(80 -σ'8;)ψL = -iTn1ÞR' (32) 

其中引入虚单位 i 是为了使桐合常数 m 为实数， 内与 ψL 都是干二分量 Weyl 旋

量.容易看出，官们都满足 Klein-Gordon 方程

。μδμψj = _m2ψj ， i = R., L, 

所以精合常数 m 就是粒子质量.

内与叭的两个桐合方程可以合写成

(θ。 +α'8j + imß)~J = 0, 

(33) 

(34) 

其中
、
、
飞
E
E
E

，
，

I
'

RL 讪V

仙
V

，
，
，E
E
B
-飞
飞
、

一
一

仇
V (35) 

是两个二分量 Weyl 旋量的组合，共有 4 个分量，称为 D让配旋量.简体旋量.α

与 β 是 4x4 的厄米矩阵，称为 Dirac 矩阵.

Iσo \ I 0 1 \ 
α= I _ I ' :3 = I . " 1 , (36) 

\ 0 一σ I \ 1 0 I 

其中 σ 是 2x2 的 Pauli 短阵是 2x2 的单位姐阵 o 是 2x2 的 0 短阵.

方程 (34) 就是自由鞋子的Dirac 方程.

上述引入 Dirac 方程的方式表明，这个方程只是一个唯象方程，其中鞋子质

量 m 作为两种无质量粒子的精合常数，只是一个唯象参数，用来笼统地描述某
种更深层的物理.这就是关于质量起源的物理.本书最后 10.6 节的讨论，将会
渺及这个问题.



4.2 Dìrac 方程 53 

Dirac 寝. Dirac 方程的场量材'区分为上下两个分量，这相勾于一个新

的内部自由度，具有二维的表示空间.在这个二二维空间中.我们可以选择不同的

表象 Dir配短阵的上述形式 (36) 属于 Wcyl 在泉，又称手征在泉.在 Weyl 在

靠中，当拉子质量趋于 0 时 m → 0，场量的上下分量可Jn 与 ψL 分别成为右旋

态与左旋态.在 p>> T时的高能情形，粒子的质量可以忽略时，用飞、'eyl:丧象比

较方便
更常用的是 Dirac 在泉.从 Weyl 表象到 Dirac 表象的表象变换是

{ li'n \ {ψ\ 1 ( l/'n + !l'L \ 

ψ= I n I 一→ ψ= I . I = ~ I ." L 1. (3ï) 
飞t/JL ) 飞飞) J2飞归 -h/

这是一个 4 维空间的主正变换，变换短阵为

u= 一(~ 1.) , (38) 
J2 \ 1 一 1 } 

矩阵元中的 1 是自旋空间 2x2 的单位姐阵.注意上述短阵也是厄米的.由此很

容易算出在 Dirac 表象中的 Dirac 姐阵为

α= (; ~). ß = (~ ~1) (39) 

在此表象中 Dirac 方程 (34) 的分量形式为

Üoip+ σ. Y'x + imψ= O. 

8ox+σ. Y'ip - im\ = O. 

(40) 

(41) 

ψ 与 χ 都是自旋空间的斗分量旋量，由上述方程可以看出仨们的物理含

章是g 在 Dirac 在象中，当拉子动量趋于 0 时 ， k → O‘ ψ 与 1 分 ~IJ 成为止频态

与负频态，亦即分别描述粒子与反粒子.在能量不太高的 k<< m 情形，粒子的

产生与消灭过程可以忽略时，用 Dirac 表象比较方便.如果没有特别指出，以后
的讨论在需要用具体表象的地方，都采用 Dirac 表象.

手征投影算符在 Dirac 表象中，可以定义手征投影算符

凡 =if11l) 叫(~ ;), (42) 

它们作用于 Dir配旋量的结果，分别得到完全由主旋和有旋 Weyl 旋量构成的
Dir缸旋量，

Iψ= 去(与L ) 

、
、
飞
E
E
E

，
，

I
'

，
，
，E
E
B
-飞
飞
、

l-d h 
( 43) 
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并且具有性质

Pc = Pr., P~ = PR. Pr. PR = f1RPr. = o. pr. + f1R = 1. (44) 

乎在E投影耳符可以从 Dirac 旋量中选出左旋和右旋部分.上式表明 Dir缸左旋

态 Rψ 与右旋态 PRψ 是手征投影算符的两个本征态，它们瓦相正交.

2. "y短阵与 Dirac 方程的协变形式

Dirac 矩阵的性质容易验证 Dirac 矩阵是厄米短阵，有下列性质g

{α"αj} = 2Ó.}. { U; .β} = 0 ， β2 = 1. 

7 矩阵的定义与性质 7 短阵定义为

10 =β.γ=βα 

这样定义的 γ。是么正的， γ' 是反么正的，

(γ。 )t =俨俨)↑=一γ

在Dirac 表象中， γ 短阵的表示为

俨= (~ ~1)' l' = (二:' ) 
从 Dirac 矩阵的反对易关系 (45) 容易证明， γ 矩阵有下列反对易关系s

bμ刁ν} = 29μν 

(45) 

(46) 

(47) 

(48) 

(49) 

γ 矩阵的暴积由 4 个 f 短阵可以构成下表列出的 16 个线性强立的乘积:

个数

011 

7 μ 4 

324 斗7y月"s f{447# 叫 6 

"('‘ 4 

其中
付 I 0 1 \ 

7υ= Î5 = l')'''γγγ= I , n 1, (50) 
飞 1 0 I 

右边的短阵是 "'(5 在 Dirac 表象的表示.更高的重数，可以用 γ 矩阵的反对易关

系化成较低的重数.此外还有

("'(5)2 = 1. b6 ， γμ} =0. (51) 
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孚征算符用 1，5. 可以把手征投影算符一般地定义成

凡 =j(l 一俨) 岛 =j(l+75) (52) 

在Dirac 表象，它们给出 (42) 式.很容易看出， 凡1/'与 f恒ψ 是俨的本征态，

本征值分别为 -1 与 1 ，

)5PLψ =- Pt.护俨%1/-'= PRψ (53) 

所以俨又称为手征耳符.它的本征态是 Dirac 旋茧的主脏和右旋态.

Dirac 方程的协变形式、 Dirac 共辑与 Feynman 符号运用 7 短阵，可

以把 D让ac 方程 (34) 写成相对论协变的形式

(i)"θμ- m)ψ= O. (54) 

取上式的厄米共辄，并用巧。从右边相乘，可得 Dirac 方程的共辄方程

iDμψ7μ + m'I/J = 0, (55) 

其中 fþ 是旋量 ψ 的 Dir配共辄.定义为

1Þ =ψ↑ )0. (56) 

在旋量场的问题中经常遇到?短阵与四维矢量相乘，于是 Feynman 引进了下夕IJ

简化的符号2

fJ=-rμδμ~=γμkμ;= 俨Pμ 『

用 Feynman 符号 Dirac 方程就可以简写成

(ifJ - r川ψ=0.

3. 自由位子的平面被解

(57) 

(58) 

平面注解的形式 上面已经指出 Dirac 旋量的上下分量都满足 Klein-

Go时.on 方程，所以有平面波解，

其中

(-b-kkor-h z) .r) we- 1ltX = we 

kO = 切， 叫=而亏ZE，

w=(~) 
把 (59) 式代入 Dirac 方程 (58). 就得到旋量 ω 的方程

(~- m)ψ= hOko + "/k, - m)w = O. 

(59) 

(60) 

(61) 

(62) 
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它表明， ω 依赖于 ko 与 k. 在 Dirac 表象，上述方程成为

(工:;二。 )(~)=o

4 旋量精

(63) 

可以看出.若取 w 为螺旋度 E 的本征态，方程中的短阵 σ .k 就简化为副kl 通

常把正频与负频解 ω 分别iè为 U 与 u 噜

u(k. {) =ω(ω， k咽{)， l'( k , {) =毡1( 一ω ， -k. Ç). (64) 

对方程 (62) 取厄米共钮，注意 (γi)t =一可可得

wt (1oko - -y 'k i - 171) = O. (65) 

用 d 从左乘 (62) 式，用 w 从右乘上式，二者相加，就有

w(kO 咽 k.{)w(ko.k. Ç') = 旦 wt(ko.k ， {)w(kO ‘ k ， n.
k O 

把正频与负频解分开写，就是

(66) 

否(AE)u(ki')=Ed(KAM(kiFL 节(k ， {)v忡，可)=-2tyf(k-E)t'他. Ç'). (67) 
也1

旋量 U 与 U 的寝示由方理 (63) 可解出

也(KE)=N l-i 牛l， v(k.{)=N! 给 η)
, (68) 

\古古(， J \ η / 

其中〈和 η 是粒子螺旋性 E 的本征态 E土.N 是归一化常数.取归一化条件

ut(k.{)u(k ,Ç') = 2ω bæ. t ,t(k. Ç)v(k.() = 2山: b~~ ，. (69) 

井且假设〈与 η 在自旋空间是归一化的， (t ( = 1. η↑ 11 = 1 ，则归一化常数 N 为

N =.;w言百 (70)

自旋空间的表象常取(.'1..'1.)的本征态为基矢.在这个表象中 Sz 取本征值

土1/2. 而螺旋性 {=σk 正比于白旋在动量方向的投影，螺旋性为正的有旋态，

是自旋在动量方向投影为 1/2 的本征态，螺旋性为负的主旋态，是自旋在动量
方向投影为一 1/2 的本征态.所以，把 z 轴转到动量 k 的方向 (0咱的，就可求得

￡的本征态在此表象的表示.用转动矩阵 Ð1 /2(n.O) 的公式 (24). 先绕 ν 轴转。
角，再绕 z 轴转 φ 角，总的转动短阵为

Ð1/2(n z • nk) = Ð1 / 2 (nz ， φ)Ð 1 /2 (n lo" 0) = e- id>u3 /2e- i8ul /2 

= (γγ尸
e-i俨iω帆帚

o e♂iφ4>/2 J \ sin g co创咀 l 

=干(~γe-一~;-fie/28in;)
e呻/2 sin g eiφ/2 COS ~ ~... 

2
、、MU 2 I 

(71) 
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把它分别作用妻IJ Sz 的两个本征态上，就得到螺旋性 E 的两个本征态z

ç+ = V1 /2 (n z →叫
一=。 /2(nJnk)(:)=(337)

几个公式及投影算符时1前面解出的 U 和 u、可以算出

'i1 (k. Ç) u(k. () = 2mb~{ ， ‘ l 

v(k.ç)t忱. Ç') = -2mb{~，. > 

百 (k. ç) l' (k. ç') =否 (k. Ç)u(k. Ç') = O. I 
其中否与否分别是 U 与 t1 的 Dirac 共辄.于是可以定义下列投影算符

P+ = 丰L川

不难看出有

以及

P+u(k.O = ll(k. Ç). 

P_u(k. Ç) = O. 

P+ v(k. Ç) = O. 

P_ lI (k , Ç) =1'(k , ç) , J 
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(72) 

(73) 

(74) 

(75) 

(76) 

P; = P+. p~ = p二 p+p_ = p_p+ = O. P+ + 旦= 1. (77) 

上面最后一式也就是 Dirac 旋茧的完备性公式

丰艺{u(k. Ç)否川 - v(k ，Ç)咐，刊= 1. (78) 

现在来求出投影算符的具体表达式.代入 U 和 5 的表达式，就有

注意其中

最后就得到

P+ = 亏Eε( 二; ) (札 _(t圭二)
E 飞 ω+m、/

=坷(口;:1↑-(二:;二JL)(79)

军〈叫ç~ + ç-ç~ 二(~ ~) 

且一 ~(ω +111
i 一一·

一σ k ~ =立缸工1n 伫旦
一ω+ m J 2m 2m 

(80) 

(81) 
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其中妒 ω. k). 同样还有

P- = 兰土豆.
2m 

4.3 Oirac 方程的变换性质

1. Dirac 方程的相对论协变性

Dirac 方程的相对论协蛮条件考虑 Lorentz 变换

zμ=αI'"x" 

与 Weyl 方理类似地，在 Lorent:l变换下，旋量空间的变换可以写成

4 "居量场

(82) 

(83) 

ψ → ψ'=Aψ(84) 

只是现在的 ψ 是四分量旋量 A 是 4x4 的么正矩阵，上式是 ψ 在四维内部空

间的转动，用 11 作用于方程 (54). 并代入比 =α飞砚，就有

(iA俨A- 1α飞。;一 m)ψ， =0. (85) 

要求它与 (54) 式的形式一样，就有下述 Dirac 方程的相对论协变条件，

A俨A- 1α飞 =γ飞 (86) 

或者等价的

A- 1俨A= αμJV. (87) 

矩阵 A 有 16 个实参数，要由上述条件来确定.

正规 Lorentz 变换下的协变性一个无限小正规 Lorentz 变换可以写成

α气 = gl'v + ε气，

由于正交条件 αta九 = gl'" 的限制， εμν 是反对称的，

Eμν -f:"μ. 

与无限小正规 Lorentz 变换相应的 A 可以写成

A = 1 +αεμ，，"1μ ，YV. 

把它与上述 α飞代入 (87) 式，略去 εμu 的-二次项，就有

αεuλ(俨俨γλ- 1'νγλγμ)=ε气γν.

运用巧'短阵的反对易关系和 Eμν 的反对称性，可以从上式解得

α= 
4 

(88) 

(89) 

(90) 

(91 ) 

(92) 
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于是我们解得

A=1+jMμ俨 =1+卡川 - "(11")''') 刚
这就证明了 Dirac 方程在 I川entz 变换下具有协变性.

Dirac 双线性协变量旋量 ψ 的Dirac 共辄为石= l，l， t")'飞由变换短阵 A 的

下述性质
At = ")'0 A- 1")'0 , 

可以求出 z 在 Lorentz 变换下的变换为

石 ψ飞。= (.1ψ)飞。 = u.tA•70=FA-1-(95) 

由 Dirac 旋量 ψ， lþ 及 γ 短阵可以组成的 Lorentz ~线性协变量如下表所示z

(94) 

协变量|在ψ 否γμψ 手γμ7νψ(μ#ν) 手"(5ψ 石"(5"( 1' If' 

协变性|标量 矢量 二阶反对称张量 震惊量 履矢量

其中前三个协变量在正规 Lοrentz 变换下的协变性证明如下2

石'ψ 平A- 1 .1ψ= 石ψ(96)

ψ'γμψ ， = lþA- 1 ìμAψ = a!J"lþì"ψ(97) 

哥'γμì"tþ' = ~A-lìμAA- 1 ìV AV' = α气α飞石γλ俨ψ (9S) 

上表中后两个协变量在正规 Lorentz 变换下的变换性质如下:

石 '''(~ψ'=EA-l俨Aψ= 平γ5机 (99)

石气5"(μψ 平A- 1 ì 5ìμAψ= ïh5 A- 1俨Aψ=α气队5γν11'. (100) 

我们在下一小节再来证明上述双线性协变量在空间反射下的变换性质.

例流矢量 可以用现线性协变量把物理量方理写成具有明显相对论协变

性的形式.例如定义流矢量
3μ = qV''')'μψ. 

) -A nu -­( 

就可以写出连续性方理
θμjμ= O. (102) 

也是协变 4 矢量 jμ 是逆变 4 矢量，所以上式左边是标量，在 Lorentz 变换下

不变.注意其中

j 0 = qlþγO'!j.! = qψ↑ψ=ρ‘ 
j i = qlþ"Y i ψ = qlj" t ββα'4' = qψfα'ψ， 

方程 (102) 正是我们熟知的

(103) 

(104) 

主 +Y'j=O (105) 
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2. Dirac 方程的时空对称性

空间转动与粒子的自旋对普通三维空间的无限小转动，由 (20) 式有

f: ij = tiJk(}k. (106) 

此外f:Oi = O. 把它们代入 (93). 就得到

A=1-jθE (107) 

其中
I σo \ 

E'= 一二t ，kγJ俨= I _ , 1 . (108) 
二\ 0σ， J 

所以 8' = E'/2 就是粒子的自旋角动量算符，容易证明 E' 满足与 Pauli 短阵

同样的反对易关系，而.'1'满足角动量算符的对易关系，

{E' ,E1} = -2g'J , [s' ,sl] =it飞Sk. (109) 

可以看出，在空间转动下 Weyl 二分量旋量转型j短阵的无限小算符是 σ

而两个二分量旋量的转动短阵的无限小算符，就是两个 d 分别对每一个二分量

旋量的作用.实际上，用主lE短阵 (38) 变回到 Weyl 表象 E' 的表示仍是 (108)

式，而这里的 A 正是两个千分茧的 (23) 分别作用到上下分量的结果.

空间反射对于空间反射，

l 

ounu-nu 

1

且

。
一

0
0

'
i

白
u
n
u
n
u

/FIll--1\ 

= ) 
μ
t
 

α
 

( 

\
飞
B
I
t
t
-
E
E
E
E
F
/

··1 

000-

) nu 'EA -­( 

它的行列式为一l ‘

11α气 11 = -1. (111) 

这是非正规 Lorentz 变换.把这个变换代入 (87) 式.就得到旋址转动矩阵 A 的

方程

:1 一 l 巧 0.1 = ')'0. ,1- 1)'.1 = _')". (112) 

由它们可以解出

P=Ã= ηI叶 n、( 113) 

常数 ηp‘可由么正条件 At = A- 1 限制到民差'个相因子， ηp ηp = 1.这就证
明了 Dirac 方程具有空间反射 P 的不变性，宇陈守惆.

由此可以求出现线性协变垂在空间反射下的变换如下2
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石'ψ ， = ~.1-1.1 t/' = ~ψ. 

~忡。ψ= 1þ:1- 1γ0 .1'1/1 ="0叮()扒

(114) 

石'γψ 石A一 l)'i ,1!þ = _1þγψ(115 ) 

1þ'扩γJψ = lj' .1- 1 俨 .1 ，1 一 111 M' =石俨可) ~". 

ïfj' )5ψ= (，/，，1- 1 俨 .11j. = -015 ~.. 

百 '1气。ψ= 11'/1- 1俨 .1 .1- 1 吁。 11ψ = -"1h5咛O~':.

石 '10γψ '= -J.i;γ。吁 'ψ.

1þ '1 5)'ψ'= 1þ咛 51'ψ.

( 116) 

(117) 

(118) 

时间反演时间反演也是 11αI川 1 =-1 的非正规 Lorentz 变换，变换矩阵为

I -1 0 0 0 \ 

I 0 1 0 0 I 
忡'二) = I ~ ~ . 

I 0 0 1 0 I 

飞 o 0 0 1 I 

考虑 Dirac 方程 (54) 的复数共辄，

(-iγ川θμ- m)ψ· = O. 

把四个分量具体写出来，上式就是

[i( -)080 一可 Iδ1 + 1 2th 一吁 :3句) - m]~I. = O. 

代入岛 =uV汇就有

[i( )'0θ; 一可 lθ; + 12θj 一俨θI!J 一叫扩= O. 

用去正矩阵 .1 从丘边作用于上述方程，

(1 19) 

(1 20) 

(I 21) 

( 122) 

[i( .1叮 o ，1-1é瓦 -.1γ1.1 一1θ(+A俨，1- 1θI~ - .1俨A-lt总) - m jJ1Tþ. = O. (l23) 

要求它具有 Dir町方程 (5-1)的形式

[i{吁。司+寸 lθ~ +i码+俨司) - 111].11,". = 0 ‘ ( 124) 

就得到下述关于矩阵 A 的条件:

从它们可以解出

.110 •1 一 1 = .. l、

.1i ,1- 1 = 可 2

A可 1.1- 1 =一可

.1守 3:1- 1 = -).'3. 

( 125) 

(1 26) 

11 = ηT7l73.(127) 

其中叶是一个模等于 l 的常数， ηJηT= l. 这就证明了 Dirac 方程具有时间反

演 T 的不变性.相应地 Dirac 旋量的时间反演变换是

ψ 一→ ψT = T 1j' = T/T叮 l 叮 :l~俨， (1 28) 
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这里的时间反演算符 T 把一个数变成它的复数共钮，与 4.1 节讨论的正反粒子

变换 C 一样，是反主正算符.容易验证， ψT 满足时间反演的Dirac 方程.

3. Dirac 方程的正反鞋子变换
与 Weyl 方程的正反粒子变换 (29) 相应地 Dirac 方程的正反粒子变换可

以写成

ψ → ~)c = cψ=ηc， .. ?1t.-、(129)

注意 C 是反么正算符，冥中 ηc 是模为 l 的常数.这里若取 ηc= i. ηc俨就是

么正矩阵.

为了验证上述变换确实是正反粒子变换，假设旋量场具有定域规范不变性，

引入规范场 Aμ. Dirac 方程 (54) 成为

l俨(ìθμ -qAμ) - m]~) = O. (130) 

井把这样引入和定义的桐合常数 q 称为电荷.上述方程的复数共辄为

[1/'- (-iθμ -qAμ)-m]~!'=O. (131) 

注意其中 4 是实函数.由于可2- _，2、而其余可姐阵的复数共辄都等于它自

己，于是用 ηc俨作用到上述方程，可以得到

hμ (iθμ +qAμ ) -m]ψc = O. (132) 

与Dirac 方程 (130) 相比， ι述方理的粒子电荷为-(}.所以， 正反拉子变换 C

把电荷为 q 的位子态变.f'1 电荷为一q 的位子态因此， Dira.c 方程的正反粒子变

换也称为电荷共辄变换-

用去正变换 (38) 把这里的场量 ψ 和电荷其辄变换 c 都变到 Weyl 表象就可

以看出， \Veyl 方程的正反粒子变换 c 就是这里的电荷共辄变换分别对于 Weyl

表象的上分量 ψR 和1下分量凡的作用.

4.4旋量场的 Jordan-Wigner 量子化

1. 捷量场的拉民密度与现测量密度

旋量场的拉氏'度场量是 Dirac 旋量的场就是 Dira.c 旋量场.简称 Dirac场

或旋量场.旋量场的拉氏密度可以写成

ι=ψ(i俨θμ- m)ψ. 

它的 Euler-Lagra.nge 方理给出自由粒子的 Dirac 方程

(iγμθμ-m)ψ= O. 

(133) 

(134) 
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其共辄方理为

i(ô，.t1')俨 +m ll-.' =0. 

把满足上述运动方程的 ψ 代入( 133) 式，有

ζ=di俨θμ- mk =0. 

(135) 

(136) 

所以，自由旋量场的拉氏密度对于真实的埔量等于 O. 这意味着作用量帜分在

.c =o 时达到极值.

旋量场的观测量密度 从拉氏密度(133). 可以算出与场的正则坐标 ψ 共辄

的正则动量，
θζ- n 忐

π= →= i1j'Î'u = iψ(137) 
θψ 

这意昧着我们不能把 ψ 与I，'Jt 都作为独立的正则坐标.在事实上，它们是Ef.为

共辄的，一个是正则坐标，另一个就正比 F与其共辄的正则动量.只要当拉氏密

度对 ψ 是一阶时，就会出现这种情况.

由于 ζ=: O. 自由旋量场的哈氏密度为

衍 =π牛'一 ι = 7rJ. =: t/.t iÐol!' =: ~， t (一iα ÿ' + m ,ß}'Ij:. (138) 

类似地，还可以写出旋量场的动量密度

p= 川 (-iv) 1/'. ( 139) 

上述」式可以合并成

?μ= 甘.t iθl' ψ
) nu --aA ( 

此外，还布守恒荷密度

Q = q11,t 111. (1-1 1) 

2. Jordan-Wigner 量子化

正刷量子化的困难 按照正则量子化规则，注意与正则坐标 11' 其辄的正则

动量是 i圳.就可以写出旋量场算符的正则对易关系.不过，这样写出的对易关
系是坐标空间 Buse 子产生、消灭算符的对易关系，体系的态对两个粒子的交换
不变时刻在 z 处的粒子数密度算符 ψt(x ， t) ψ (x. t) 的本征值不受限制.这
与实验不符.实验表明白旋 1/2 的粒子是 Ferrni 子，遵从 Pauli 不相容原理和
民rmi-Dirac 统计.

除与实验不符外，正则量子化正会导致非物理的结果.为了看出这一点，我
们换到动量空间.
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动量空间 ψ 满足自由粒子 Dirac 方程，可用平面被解展开，

'r"""" r d3k 
Uψ叫巾巾川?叫怡忱阳(阳队川x. t←)μ= 艺 l 亏寸~芒芒芒晋\霄r制亏亏r剖专r剖"刊干斗|川)阳C句句Ck~e旷h屹时d旷E♂旷「川川e-iμ忡川一→-i(，均i刊协h阳(，队归W‘uωwt川t一 k.z)υ川+们忖t俨'(k.川川川‘ι♂刷E盯f.)d川)dt(ei仇命w;Lkνν♂JJe♂i(…{

γ、I vν\~叫π盯}γuω~
，

'r"""" r d3k r .._ :1... L_\ :I .....L_\l 
tL, t(x. f) = 了 l 二百弓F|uf(KE)cLei(川"') + 1,t (k. f.)句(p-i(wt-k :z:) 1. (143) ?j 叭21T )32w L 叫 J

利用 4.2 节 Dirac 旋量 u(k ， ~)与 V(k. ~)的性质，从( 142) 式可以解出

CKE=lJLd(KIMM)el川 z)
、

j 飞j( :lw) .l:lù，，'

r .13_ 

dtf = I 一玉~~_ vt(x. f.) ψ(x ， t)e-i(wt-k.z). 
~， 

J 飞j (21T ).l:lω 

把场算符的( 142) 与( 143) 式代入哈氏密度算符的( 138) 式，可以得到

(144) 

(145) 

H=fω川伽(x. t) 二车 fdb(CLEerdhEdLE) (则

如果 dLz 与 dk( 满足正则量子化 Bose 子产生与消灭算符的对易关系，则上面圆
括号中第二项民能为负，体系的总能量是非正定的.对fn 由场，这是非物理和

不能接受的.为了避免这种结果，只能放弃正则量子化，转而寻求别的量子化.

J扣or时'dan-Wig伊ne町r 量子化 J扣or叫da阻n

易关牟.

{句.C町} = U, {(:L( ， 斗('} = O. {Ck(.cL，~，} = Õ(CÕ(k - k'). 

{d岭 d町} =0. {4(.dL ,} =0 , {d岐. dt,(,} = Õ((,Õ(k - k') , ~ (叩)
{C闷 ， d町} = o. {cL( ,4 ,(,} = 0 咱 {c岭4，(，} =0 , {ct( ， d町} = o. J 
由于场算符是反对易的，在 Hamilton 算符的表达式( 146) 中，圆括号内的第二

项可以用上述反对易关系改写成正的，

Îf= 平f d3k忡k( + 4edk( - Õ(O)] (141:{) 

其中 Õ(O) 项是场的手点能，可与标量场和l\.Ia.xwe\l场类似地处理.于是，对旋

量场采取 Jordan-飞:Vigner 反对易关系量子化. ø 由场的总能量就是正定的.

回到坐标空间，从 Ck( 与 dk( 的反对易关系 (147) 和投影算符 P士的 (81) 与

(82) 式，可以得到场算符 v 与 W 的下夕IJ Jordan-Wigner反对易关牟

{ψ。 (x. t) ， ψβ (x'. t)} = O. 

{ψl(x ， t) ， 吗(害'， t)} = 0, ~ 
{ψ白 (x. t)ωl~(x' ， t)} = Õ()ßÕ(x 一矶、 l

( 149) 
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其中 α. í~ = 1. 2. 3. 4 是 Dirac 旋量 4 个分量的指标.上面最后一式的计算如下g

{川

其中

吗(k'·E')cLHL， (z')+tU哈?4;(k， .ι. f，' )dk ，刊hνk' (刊(x'均，丁)}问，

=t; f升户户户川(fl巾f俨阳fl krl3、3、k泸巾叫州kν叫州，斗旧[u川u

+vo(k.ιÇ)讪tr4巾.J;凯(k' ，ι()ψ吟i.(归川工叫) ψhν川，叫(工j均，丁)川l问，ιb(k - kν川，丁)cSæ
= f工仨{[(1 +叫m川J (2叫川 );S2山

r d3 k :L ,_ _、= I 一一一-[2ω俨("，-"，. )]ot:J = b(x - x')boβ (150) 
) (21T f I 2w 

Dirac 场的协变反对易关系 与上面类似地可以算得
r rl3 k 

{V'" (.r). ;'i~(:r')} = I 一一一 [(1 + rn)e-ik( .t -x') + (1- m)eik (川]oß
) (2n-)3 2",,' 

=斗(i9'扣+川m川η
) (归阳4μ7盯r叮叮r‘1 2..;矿‘ 

= iSo /3(:r - :r'). (151 ) 

Sω( .r - .r') 二(i~+ m)n.l~(l' - x'). (152) 

这里的函数 ~(.r- .r')在第 2 审(1 6) 式和第 :3 审 (62) 式中都已出现过.同样地，

还有

{ ~'<>(x). 归 (:c')} = O. {礼(叫， ψβ (x')} = O. (153) 

3. Jordan-Wigner 量子化所包含的物理

箱归一化为了看清 Jordan-飞飞ïgner 量子化所包含的物理，与实标量场类似

地，可以过渡到箱归一化，

d、 -----.~ε:丁f h (如

k-2(η 川 l)

cS (k - k') 一 -L6
(21T)υ 

/ \/ I V 
('L ←一一→ • I ----_ ('L _ (l L φ--; • {-一-亏~ UL 
再 V (2叫 3'"'' V(2π )3 -~ 

(1 54) 

(1 55) 

(156) 

( 157) 
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上述各式中左边的下标 k 取连续值，右边的取离散值.f是场 t/.(x. t) 的动量空

间展开(142) 式成为

lþ(X守们汇去t' [ll(k ω-i(wt-k."'J + l' (k.~)dk沪"-k"'J]. (158) 
k.e • -- . 

而动量空间场算符的反对易关系 (lH) 中不为 0 的两式成为

{「hfl;飞 ， }=bkk， b~e. {dk{ ， d~ ，{， }=b峙， 6{~，. (1 59) 

植手数表.现在来看由场算符 Ck{ 与 4E 构成的现现lJt过

N k { = 也('k{. (160) 

Nkf， 是厄米算符，本征值 11问为实数.设其本征态为 111 k(). 卒征值方程就是

Nk{!nk() = Ttk(!nk() (161 ) 

由反对易关系 {Ck{' Ck' f.'} = 0 及其厄米共辄可以给:H

(ck{)2 = 0 ‘ 

于是，用反对易关系( 159) 即可算出

(rk)2=0 ( 16:!) 

NJz=cLE句ct{Ck{ = 4~ (l- (~l(Ck~)Ck{ = N k(. (163) 

把上式两边作用到本征态 1 rt k{) 上给出吨( = nk{ 从而解出
7l k{ = O. 1. (164) 

所以， 位子tt耳符，民k 只有 0 和 l 两个本征值，相应的本征态为 10) 和 [1) . 

由反对易关系(159)‘坯有

iNKEJK)=CLErkECLz-CLErk-KE=rL(l-2「LEfkE)= 也 (165)

于是，

Nk(ck[ Tl k{) = rt{(Nk{ + l)!nk() = (Uk{ + lkt{[Tl k{)' (16fi) 

上式表明 ctelnk{) 也是八k 的本征态，本f正值为 1I k( 卡 l 即

c~ç[nk{) = CIηk~ + 1). (lûï) 

cLE 是产生耳符，它作用到 ，'like 的本征态上会使本征值增加 1. i9:本征态已经归
一化，则上式的模方给出

C" C = (问([Ck{cte[ Tl k{) = ( 7I k([1 一八rk{[ 1t k~) = 1 - nk{. (1 68) 

约定 C 取正实数，就有 c = f1=Tìk二 (16ï) 式成为

c~{lnk{) = Jl丁瓦~ [nk{ + J). ( 1691 

亦即

cle[O) = [1). c~(!l) = () (1 Î()) 
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(165) 式的厄米共辄是

lλr"'e.q.d=-Ck~. (171) 

根据这个关系，重复上面的讨论就可看出 ('k{ 是消灭耳符，它作用.f'J Nkf.. 的

本征态上会使本征值减少1.而看出这一结论的最简方法，是用 Ck{ 相继作用于

(170) 的第一式，这样可以直接得到

ck f.. ll) = 10). ckelO) = O. (172) 

容易看出，有

[Nk f.. .Nk'e] =0. (1 73) 

这表明，观测量组 {Nkd 是相容的，其共同本征态可以用作表象的基矢，这就

是多粒子态矢结 Fock 空间的拉子放在象.在这个表象中，在动量空间旦不相同

的两个单粒子态 (k~) 与 (k'() 上各有一个粒子的归一化态矢量为

11k f, l k'{') = ckecL, IO) 

由于反对易关系{clf..' 4-c} = 0，所以

(174) 

11k{l k'd = -1 1 kγ lkd. (1 75) 

休串的态在两个位子的支换下变号，是反对称的，在同一个单位子态上最多只

有 1 个粒子，满足 Pauli 不相容原理.

以上讨论对 dk( 与 dLE 也适用. 所以 .J扣O川仙叫k叫巾da阳u怔川-λl轩扣飞叭W川飞V盯'i阳gr阳l
位于走 Fermi 子满足这种反对易关系的尘与 dte 是 Fermi 子产生算符 Cke
与 dlo{ 是 Fermi 子消灭算符.

槌子与反槌子除了场的 Hamilton 算符 H、我们还可以计算场的总动量算

符 P 和总守恒荷算符 Q. 分别得到

p=f户hω3、xp=f户h州3、g川川(问川叫X.t叫t叫川)

Q=f户仇ω3与XQ=f户d3xq、2叫叩叫川qrþ旷ψ川叭f气(X川叫叫叫t叫刷州)tL忡川uψ'

可以看出，如果采用正则量子化的对易关系，则分别由 (Ck f， .cte ) 和 (dkf.. .4e ) 描

述的两种垃子电荷相同动量相反，是同一种粒子.而来用 Jordan-Wigner 反对易
关系 (147) 与 (149) 量子化，贝IJ旋量场的这两种粒子动量相同电荷相反，一种是
正位子，另一种就是反粒子.在这个意义上， JO l'dan-\Vigner 量子化还保持了与
单粒子Dirac 方程相一致的物理诠释①.而我们在第 1 章就己经指出，量子场

‘……-
① ElE行. <<量子力学原理>> .北京大学出版社:'lOO;i 年 171 页.
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论的结果在粒子数本征值等于 1 时应该与单粒子量子力学一致，这是我们在建

造场的量子理论时应该遵循的一个基本的原则.

Jordan-Wigner 量子化与测不准原理从数学和形式上看. Jordan- Wigner 

量子化 (149) 式不同于正则量子化.这种在数学和形式上的不同，暗示了在物理

和内容上的不同，隐含着新的物理原理.

正则量子化程序的依据是量子力学的 Heisenberg 测不准原理①.溃IJ不准原

理是关于物理观测量的原理，而描述物理观测量的算符必须是厄米算符.实标量

场与 Maxwell 场的场算符都是厄米的.复标量场可以分解为两个实标量场，分

别描述电荷不同的两种粒子.所以，我们对它们写出的Æ则量子化对易关系，确

实是关于物理观测量的对易关系.

旋量场的情形不同.旋量场的算符 ψ 与圳不是厄米的，它们并不代表物理

观测量.所以. Jordsn-Wigner 量子化的反对易关系 (149) 并不是关于物理观测

量的，它与测不准原理并不冲突.或者反过来说，测不准原理并不意味着旋量场

必须有对易关系而不能有反对易关系.事实上，旋量场的物理观测量，都可以表

示为旋量的双线性型，两个相容观测量的算符，仍然是对易的.

不过，量子力学的测不准原理未能为旋量场的 Jordan-Wigner 量子化提供依

据，还需要为此提出另外的物理原理.为什么对旋量场必须放弃正则量子化而

选择 Jorda.n-Wigner 量子化?前面己经提出能量算符的正定性和正反粒子的对

称性这两个物理要求.在下一节将会看到，之所以必须选择 Jordan-Wigner 量子

化，还有比这两个要求更深层的物理原理，这就是相对论的微观因果性原理.

4.5 微观因果性原理

微观因果性原理和条件场是在时空 (t .x) 中连续分布的系统.按照相对论

的要求，在美空间隔分开的两点上，场的物理观测量一定是相容的.这是因为，

由类空间隔分开的两点不能用光信号联系，在这两点上进行的任何测量旦不相

干.这个要求称为微观因果性原理.

场的物理观测量，例如前面讨论过的能量，动量，电荷，等等，一般来说都
可以表示成场量的双线性型，

。 =fω(x. t) 鸣
。(x) = ψr (X )1,08 (X) , 

①王正行. <<量子力学原理昌，北京大学出版社.寸∞:i 年 19 页.

( 178) 

(1 i9) 
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其中特(x) 和白(x) 对于标量场代表 φ 和 φ↑以及它们的组合，对于旋量场代表

'在量 ψ 和 ψf 的各种分量的组合.它们都是定义在时空点上的定城场.

根据微观因果性原理和测不准定理①.在类空间隔分开的两点上，场的现
制量耳持。(x) 必硕互相对易:

[O(叫 ， O(x')] 二 0 ， (x - :r')2 < O. (180) 

这个条件称为微观因果性条件.一个场的算符，必须满足这个微观因果性条件，

由它描述的场才具有确定的物理含义②.
容易看出，如果在类空间隔分开的两点上场的算符叫.r)对易或反对易，则

微观因果性条件(180) 成立.更确切地说，微观因果性条件 (180) 成立的一般条

件是

[ψγ(.r). 'Ps(x')] = 0, (x - .r')2 < 0 、 (181 ) 

或

{ψr(x). 'Ps(x')} = 0, {x - x')2 < O. (182) 

注意有的作者直接把上述J式称为微观因果性条件，而也有的作者不是从微观

因果性而是从散射短阵的 Lorentz 不变性来推出上述二式③.无论是微观因果

性还是 Lorentz 不变性，实质上都是来自相对论的要求.

对于实际量场，场算符 φ(x) 是厄米的，它本身就是物理观测量，确实有

[φ(x). φ(x')] = 0, (x - :1" )2 < O. (183) 

复标量场可以用两个实标量场来表示，它们分别都满足上述条件.对于 Dirac 旋

量场，除了 (153) 式的

{ψ。 (x). ψβ (x')} = 0吨{石。 (x). ïfβ (x')} =0. (184) 

从 (151) 式还有

{ψ。 (x) ， ~β (x')} = 0‘ (x - X')2 < O. (185) 

这是因为 ß(x - x') 对所有类空间隔都为 O. 所以

Soβ (x - x') = (i jÍ?+ m)oβß(x - x') = 0, (x - x')2 < O. (186) 

下面来讨论可以从微观因果性条件(180) 得出的两个重要的物理结论.

自旋与统计的关系 前面已经指出，用正则对易关系量子化的标量场满足

①王正行<<量子力学原理昌，北京大学出版社. 2003 年 20 页.
③历史上曾经尝试建立和发展包含很 A般的类空曲面的理论.张宗继做过这方面的t作，
见 T.S. Cha吨， Phys. Rev. 78 (1950) 592. 

③ Ste咽n Weinberg. The Quantum Theory of Fiel tÙJ. Vol.l. Cambridge Univemity Pr田s， 1995, 
p.198. 
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微观因果性条件 (180)，用 Jordan-Wigner 反对易关系址子化的旋量场也满足微

观因果性条件(180). 现在来表明，如果对标量场用 Jordan-Wigner 反对易关系

量子化，对旋量场用正则对易关系量子化，则不能满足微观因果性条件( 180). 

实际上，把实标量场 φ(.x) 在动量空间产生相j肖;反算符 4 和饨的对易关系
换成相应的反对易关系，就得到

{φ(x). φ(x')} = ß1 (:l' 一 .r' ). (187) 

其中
r d.1 k , _."1._ 

ßdx - x') = I 一一「 !e IKU/)+ 产，/"-"， )j. (188) 
J (2们32w

类似地，把反对易关系( 147) 换成相应的对易关系，重复 l二一小节对(1 51 )式的

推导，可以算得

lψ。 (x) ， 15β (x')J = 510β (x - x'). (189) 

其中

510;3 (X - .x') = (iø+ m)o3~1 (x - x'). (1佣)

ß1(x - x') 也满足 Klcin-Gordon 方程，但是对 f类空间隔 (.x - .x')2 < 0 它不等

于'
ß 1 (.x - x') 笋 O. (x - .r')2 < O. (191) 

实际上， 4类空间隔大于位子约化 Compton 坡长 λ = 11m 时，粗略地有

ßdx - x') "-一-L-fJ巧立市/λ.
一 (x - X')2 

- (;1' - :1" )2 ">λ2 (192) 

这就表明， (187) 和( 189) 式不满足微观因果性条件(180).

所有半奇数臼旋的场都可以看成是由 Dirac 场复合而成.所以， 对于定义

在时空点上的定域场，根据相对论的微观因果性原理.对标量场只能采取对易关

率的且如l 量子化，对旋量场只能采取反对易关东的 Jorda.n-Wigner 量子化标量

场的自旋为 0 或正罄数.对易关系描述的粒 F是 ßose 子，遵从 Bose-Einsteill 统

计法.旋.场的自旋为半奇数，反对易关系描述的粒子是 Fermi 子，遵从 Fermi­

Dir缸统计法.因此，上述结论也就是说，根据相对论的很现因果性原理和场的

定域性，自旋为 0 或正整歇的位子是 Bυω吕e 子，遵从 Bos

为半奇歇的拉子是 Fermi 子.遵从 Fermi-Dira.c 统计法.

在实验上，对于已经研究过的所有粒子， I~I 旋和统计性质之间的这种关系

都已得到证实.在理论上，关于粒子 IJ 旋与统汁性质之间的关系，上述论证是迄

今为止我们所知道的最深层次的解释.而垃个解释的依据，只是最普遍的相对
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论原理和量子力学的测不准定理，以及址子场的定域性①-而根据微观因果性
原理，我们对场量子的定域性也可获得更深入的了解.

场量子的定域性场的算符定义在空间点:r 1二，是完全定域的，满足微现因

果性条件(1式0). {H.巾场费:符构成的现j啊IJ 时蚓不 4定部完全定域.会受到做现因

果性条件的限制.前面的讨论已经暗示，在尺度为位子约化 Cυmpton 波 t~ 11川

的范围，微现因果性条件盲可能破破坏咱粒 F即场-bt F的定域性就会受到限制.

例如，对实标量场。(x. t). 可以尝试找出满足下式的粒子数密度入r(x).

入 =/ 阳(阳z牛 f升户户户川d:川巾1:俨阳:凡、￥、b川川k们叫叫α4ψ仇;Lf
为此，可以把。(x. t) 写成

φ(x. t) = φ(+)(x. t) + φ(-)(x. t). 

其中 φ(+)(x. t) 与。(-)(x. t) 分别是场。(x.I.) 的正频与负频部分，

, ，、 r d:1k 'L_ 
。\T'(x.l) = I ---r，=:=丐;-:-- e -II<X Uk. 

j 飞j(2ii).12.... ' 

，、 r d3 k 'L_' 
ø\-'(x.t) = I 一芮二弓二俨IaL

J v' (27T rI 2"，，'同

于是可以写出定域的厄米算符

( 194) 

(195) 

(196) 

N(x) 二 φ( 一 )(x. t) í c'JOOI+)(x.I). (19ï) 

但是，这个入r(x) 不满足 (180) 式.实际上，详细的分析表明②.

l ∞! Jx -x'J • O. 
[N(x).N(x')] 一<" ,- -, ( 198 ) 

I o. Jx - x'J >λ 
其中人 = 11m 是粒子的约化 Comptorl 搜长.这就限定了粒子数密度 N(创作为

一个定域观测量有意义的范围. 在距离小于私子约化 Cυmpt.on 波长的空间两

点，位子数密度不能同时 :j'l 定.特别是，在空间线度， 1、于位子约化 Comptoll 过

长的范困内，位子数不能测定.

在物理上，造成这种情形的原因在-r，为了使得测址粒子位置的精度高于

位于约化 Compton 搜长，必须使用植民小子粒子约化 Compton 搜长的外场.
这种外场的能量，可以产生与被溃IJ址粒子相同的新粒子，而新粒子与原来的位
于是不可分辨的. 相对论与量子刀学相结合，对渍'1 量位子住直的精度，从而对
杨量子的定域性给出丁一个内在的限制

( W. Pauli , P/lys. Rev. 58 (1 940) i16 

( E.M. Henley !\nd W. Thirring. El凹nt'7.t(Lnj Quuntum F.eld Thl'.D叨. McGraw-H i1I, 1962. 
Chapt.5. 
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值得指出的是，量子力学中全同粒子体系的二次量子化理论①‘实质上也
是一种场的量子理论.那是一种非相对论的场，可以把它称为 Schrödinger 场.

对于 Schr凸dinger 场，既可以采取对易关幸的正贝'J 量子化，也可以采取反对易关

东的 Jordan-Wigner 量子化.而且，可以在坐标表象中给出在空间完全定域的粒

子数表象和相应的各种观测量.例如，对于定义在单粒子态 Ix) 上的粒子数密度

算符

人r(x) = ψt (x)ψ(剖 (199)

无论 ψ 与圳是遵从 Bose 子的对易关系还是 Fermi 子的反对易关系，都很容易

证明有 [N(剖 ， N(尘')J = o. 这就意味着， 在非相对论的情形，测量一个位子的

空间位置的精度在原则土没有限制，位子在空间是完全走域的.这一点已经包含

在 HeÎ5enberg 测不准原理的表述之中.而从物理上看，这则是由于在非相对论

的情形，没有粒子的产生和消灭，可以无限缩短探测鞋子波长，提高粒子位置的

测量精度.这当然只是一种理想和极限的近似.

①王正行. c量子力学原理>> ，北京大学出版社 2∞3 年， 211 页.



完全针对到一(彷理，每人好一点绚理论
吻理学家都知道六七种不;司的理论表述.

5 路径积分

R.P. Feynman 
《物理;t律之本性)). 1965. 

经典力学主要有三种不同表述.最初表述为 Newton 三定律，其基本概念是

力、质量和加速度，基本动力学方程是 Newton 第」定律.后来发现可以表述成

Lagrange 形式，其基本概念是广义坐标、广义速度和 Lagrange 函数，动力学方

程是 Euler-Lagrange 方程.也还可以表述为 Hamilton 正则形式，其基本概念是

正则坐标、正则动量和 Hamilton 函数，动力学方程是 Hamilton 正则方程，或等

效的 Hamiltoll-Jacobi 方程.这些表述虽然互相等妓，但因为基本概念和动力学

方程不同，用 I工不同问题的方便程度也就不同.而在需要对理论进行推广时，官

们并不等妓，只有其中某个才能成为恰当的基础与出发点.

量子力学的情形与此完全类似.在初创时. Born. Heisenberg. Jordan 小组和

Dir配仿照 Hamilton 正则方程，创立了量子力学 Schrödinger 则仿照 Hami\ton­

Jacobi 方程，创立了波动力学.这两种形式是等放的，实质上都属于量子力学的

正则形式，其出发点都是系统的 Harr山on 量.后来在Dirac 的量子力学作用量

原理①的基础上 Feynman 提出了量子力学的路径积分形式，成为量子力学
的第三种表述形式②.真出发点是系统的 Lagrange 函数.
对于观测量的量子特征，特别是场的粒子性，主要观测量是有关厄米算符

的本征值，采用量子力学的算符形式更合适，这就是我们在前几章的做法.而对

于散射过程，主要观测量是测量的统计概率，与过程的波函数直接布关，量子力

学的搜动形式就成为最合适的选择.量子力学的路径积分形式，实质上是计算
披函数的一种直观而便捷的途径.自然就成为用来代替 Schrödinger 方程的一种

选择.而在规范场的情形，由于规范任意性带来多余的非物理自由度，需要给正
则变量加上→定的约束条件.对于处理这种约束条件来说，路径积分形式与传

<I> P.A.M. Dirac. Phys. Zeiω. So\\'jerunion 3 (19:33) 62 见 P.A.M 狄拉克. <<量子力学原

理>> .陈威亨译.喀兴林校，科学出版社 1979 年. 127 页.
( R.P. Feynman. Rev. Mod. PllyS. 20 (1948) 367 见 R.P. Feynman and A.R. Hibbs. 

Quantum Mechanics and Path Integrnls , I\ lcGraw-Hill , New York , 1965. 
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统的正则形式相比具有突出的优势.规范场是量子场论的核心，所以路径积分

也就成了量子场论的主要表述形式.

5.1 数学准备

1. Gauss 积分

-元 Gauss 职分基本 Gauss 积分为

汇川Z2 = .j2;, (l) 

它是下述结果的开方:

[汇川xlf =汇山-!川) = 10
00 

2rrrd川2 = 2π (2) 

由 (1) 式可写出标度 Gauss 积分

兀巳d川Z
上式对 α 求 n 次微商，可得 Gal剧组

亦即

汇川卢=仔去(2n - 1 )(2n - 3) . . . 5 . 3 . 1 

=仔去(2n 一 1 )!! 

(X2n) = 1工 dxx2n e-!ax
2

土 (2n 一)
f工 dxe-伊 an \-.. ., 

由 (3) 式还可给出以下有惊 Ga因而积分:

ι川川=仔ιe旷JJP2

汇川a皿ax2仇2+iJx ~川a

汇dxei( !a川)=在e-iJ2 /2a

Gauss 重职分先看 n 维实空间的 Gauss 积分

i'汇i:(ι::二:二E阳§川z.K-z 汇1: (州x2 仙 - 扩川川K凡K'Jx)

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

X={Xl ， X泸2 户.…. .， xn叮);是是 n 维矢量，空间度规是单位姐阵 6;j ， 不区分上下标.只是为

了用 Einstein 约定，才写成上下标.K 是 nxn 的矩阵.求线性变换 z → ν =Sx 
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要求有

z -K-zzzTK-E=(S-lu)TKS-lu=UT(s-I)TKS-lfl=JJTU=ν ' 1I. (10) 

亦即

K = STS. d l'tS = Jdetl\. (11) 

这就要求 K 是对称短阵， K T = K. 作积分换元 z → y ， 代入 Jacobi 行列式

detS = J忑tK. 就有

f∞凸dnxeρ.
j一。饵c 1-x de创tS - Jd由e吼tυJA1itF A j- 。也C 

类似地可以算出有瞟 Gauss 重积分

2. 泛函积分

ι1: dn川B

l巳:〉d俨h川川n.re川川Z且.rei (川川e旷d川i(忖巾(叶中i卡x.K……z川川山+旷山J.x剖~叫)-斗/~旦巴凹2生旦纽凹豆旦旦!旦l骂:二「川川一才γ吉ν川F川l\'-lJ
V deth 

(1 2) 

(13) 

( 1 J) 

泛函我们把从函数空间到数域的一种对应称为一个泛函例如，函数 ~(.r)
的定积分 F = J d.r~(.r)给出了函数目.r) !:i数 F 的一种对应，就的;数 F ，与函数
{(x) 的泛函， ìè为 F[ç].

叫咔m盼E己←]= J升户μ仆d巾巾lx阳x
由同→个函数 E盯(x川)‘可以给出不同的泛函，例如

FI [ç] = J dxe( .r) 马[归训xeCr) (16) 

由多个不同的函数，可以给出多元泛函，如

G叫吨吨伽k忆[ç ，1/ιh咱吁η← f 叫(归间z叫峭)归G川(ωων创). K 川 = e-} 由巾ω叫叫叫d句创啊I均lyC肌Iy{"( .r!旷队C们.气l

泛函职分的定义 把函数 E盯(x叫)的定义域 l忡川x] 划分成小JC胞 A工ι啕从而把函

数变成在这些元胞上的数集 ， ~(x) → ι. 而把泛函变成在这个数集上的多元函
数， F[ç] → F(ç:r). 当所有元胞大小都趋于 0 时，元胞数趋 f无限大，泛函 F[~]
的积分可以定义为下功l无限维的重积分，

f Azof/dc VçF[ç] 三Iim _ I ( 11 斗F(ι). (18) 
→ f 飞1. 1. C 
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其中 V{ 称为积分制度. c = C( .ð.x) 是适*1选取的常敬，使得积分有限. 这样

定义的泛函积分，包含一个常数因子的任意性.为简化书写，以后略去做限号.

由此定义容易看出，泛函积分有平移不变性，

J V(F[(] = J V(F川(19)
下面在写出具体泛函积分的公式时，我们将利用曹通重积分的结果，取积分

重数 n →侃的极限.我们相信这悻做是恰巧的，而把严恪的论证阁给数学家.

Gauss 泛函职分基本 Gauss 泛函积分为

JV川2 = J V{{'- ~ .r dxç2 (x) = J (月芋)川zAJEI

=f} J芋e 扫zzi= 月二在二 1 阳
最后→步是 F 的定义.利用于-移不变性，由此可以推出

JV俨 fPEe-izh~jJZ (21) 

同样，分别还有下列对称及厄米核 K 的积分=

J Ð(p-!问=户Ee-ildrdwr)ktru)几拮言 (22) 

J ÐCÐf, ('-Ch"( = J ÐCÐçe-JdIdYC(硝(IMMUl=;12;77(23)
其中用了简可

(K盯(= Jd叫E盯阳仲刷(归h川x叫7才)1\'叫(J ω州川E盯ωω(ωωUω). ç f{盯{= J户仆d山仙i扫趴1川d巾似M帆l切以W川川ν以W川Er们.气(J叫) κ (μt 川以州州川E盯ω制(ωωUω).ο2剖4
利用平移不变性'由 (22) 与 (23) 式还可写出

J Ðf，r- 1t;…=志Tj 川 1 ，/ (25) 

J ÐCÐf,('-C h"t;+.r (+J{ 二」-e1 1、.，/ (26) 
det f{ 

注意上述各式中因子巾tK 一般是发散的，也可把官i吸收到{了'的定义中，不必

写出来.

3. 泛函辙商

定义考虑函数 ((x) 在 U 点的改变 EÕ(X 一 .11). 定义泛函 F[f， (.r)] 对它的微商

为
ÕF[{(:r)] _ 1:… F [{(.T) + εÕ(J.' 一 νl]- F[f, (x)] 
何(y) i工o f' 

(2ìl 
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由此即有

-L E(Z忡忡 - y). 
b~(y) 

例子还是用下列简写符号

Eι=千b问问峙阳E町仲制(何川z叫). ~臼η = / d山r巾E盯仲M叫(何间问z叫呐咐)川川吁叭(x叫) 

阶二 f叫(归(x)叫叫)
睿易证明有下夕纠列1叶l 公式:

-L E= 一生一 I dy的) = I d价(x-y)= 1.b{(x) .., bç(x) J -"..,,,,, J 

-L EGTl 二 u~ \ r dydz的)G(μ.:)η(.:) = I dydzb(x - y)G(y. z)η(.:) b{(x) ..,_., bç(x) J -J--""J/-""-"WI J 
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(28) 

(29) 

(30) 

=/叫斗η(← G，/. (31) 

-L e才e = -~(x)e- 杠 (32)
b{(X) 

-L e-Eη= 一 η(x)e-{η(33)
b{(x) 

量子场论的中心等式先来推滴下功l泛函积分:

/v叹即EσF盯町仰(问E

=pfDEE川…=pfDE(￡)ne- 扫K{叶

=汇儿叫(b~扩r/ V叹çe-~扫E刊灿K

其中己经省去因子 1/';忑Z市E 由此即有下夕纠州IJ 量子场论的斗中，心等式

/V忖

4. Gras8mann 变量

Gra匍88ma缸阻nn口ln 代数 Dirac 把乘?法去次序可换的数耐陈:为经典的数(伏cl阳斟s忧i比ca叫1m川UIl1

be钳叫r忖毗)，简称 C 数.把乘法次序不可换的数称为量子的数 (quantal number). 简称 q

批注意这是就数说敬，与物理没有必然的联系其实，数学家 Hermann Grass­

mann 早在 1855 年就研究过这种不可换代数，现在称为 Gr昭smann代数.q 数就

是一种 Gra.ssrnann 变量.
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一个 n 维 Grassmann 代数有 71 个生成元f，i. i = 1,2.... ，7I.'~们的乘法满足

反对易关系，

从而有

{ι. 巳} = f,.f,J + ιι= O. 

c2 _ I 、
,>, - v 

由于这个关系，函数的展开式只包含有限项.例如

(36) 

(37) 

f( 己) = p + qf.. {38) 

g(ι 11) = ]J + 1ft. + 1'11 +叫'1 = P + qf, + Tl1 - "'If,. (39) 

其中 p.q.r.s 是('数.

Grassm创HI 变量的复其缸自

(cr =ι(f，η)" = ".c = -Cr( (40) 

职分与微分积分.f dé.作为 Gr削吕mallll 变量，要求'仨再平格不变性，

Jdé.仙← Jdf，fω(41 ) 
代入 f( é.) = p + qé.. 就有

J dé.CJ7/ = O. (42) 

η 是任意 Grassmanll 变茧，要上式对任何 r 数 q 都成豆，只育

f d f, = O. (43) 

此外. J uf，é.可以看作两个 Gr阳SlnlUIII 变址.f df，与 E 的乘积，所以它 tj任何

GraSSD阳1Il变埠对易，是一个 r 数. J二是可取定义

J d f,é. = 1.忖4抖4
(付43盯)与(问44创)式是 G岱ra皑ssma削rm ffi积、分的两个基本性质'利用'ι们就可进行具体积分

运算.例如

J dé.g( f， η) = J!肋 qf. +川f，rJ} = q + 叫 μ
又如

j户μd句éJ川川川(问ωE盯) 二 f户户μd出阳￡盯(p川+叫q低巳← f升户户d句l眨lf，qf. 

当 q 为 c 数时• f川(臼ω己已) 是 Gr肮&削『喃咄s剖III阳111 变t量蓝ι， 上式给出 q; 旦叫1气斗 q 为 Gr川&拙飞喃旧、叽咄111创ln 变t量过

时， f(é.) 是 c 数，上式给出-1/.

现在推广到 n 维. f,=(f, r. f.2… , é.n ).考虑积分换元.做线性变换，

é. = S7/. (-1 7) 
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在做积分换元 5 → η 时，必须保持关系 (44). 即要求有

f df.尚州6.. 'çn = f dη1 d l12 . . . d1/n 1/1112ηn 但
由于

ç16 , "çn =汇 51i 52J ...5训的加
I.j.....k 

=汇(-l}P'J
• Sli52) . . .5"k 7川 ηn

= (det5)η1112 . .ηn. (49) 

其中 PïJ...k 是把 (ij … k) 置换成(12 …川的次数.所以， GrassmanIl ffi、分换元

公式为

d"ç =命的}. (50) 

其中 dnç =口，饵" dnη= 口 i d7/i.这与通常的.Jacobi 积分换元公式不同.按通

常的公式，这个行列式 detS 在分子上!例如电 η= 1 时，若 ç=αη‘。为 C 敬，

则 de = dη/α. 与 r 数的微分规则不同.微分吨，也是 Gr皿smann 变茧，有

{ιdι} = O. {dι. dçj} = O. (51) 

徽商 微商运算包含用因子 1/.ð.ÇI 相乘.乘法与因子次序有关，有从主边

乘与从右边乘两种可能.我们定义微商运算是从左边乘.F是对于上面的函数

g(~ ， η) = p + qE, + rη+ SÇ1!. 就育
θ9 äg 

(52) 把 ‘ η， 否可=

上述第一式与 (45) 式比较可见， 徽商与积分给出相同的结果容易证明微商算

符有下列关系

{ç 立} = bij. { 主主)一> = bii. { "-þ . "-þ > = O. (53) 们 θE.J J - VIJ θE.i . ÐE.j 
以上讨论表明， Grassmann 变量的积分、微分和微商都是持别定义的运算，

与 c 数的相应运算在慨念和规则上都不同，需要特别留心与注意.

Gauss 职分 先考虑两个蚀立的 Grassmann 变量 E 与 ι 比如可以把它们

看作互为复共辄.由于 e =e =0，所以

e-e{ = 1 - ~ι 

f d~dçe-
类似地有

乒协 (55) 
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推广到 n 维， ç = (ι6….， çn) ， (= (己，已，…，ι)，有

f州飞
注意我们定义的 Einstein 约定只对相同的上下标求和.

现在做积分换元 E → η 与 t →句，考虑线性变换，

5 路径积分

ç = 8'fJ, ç = 8句 (57)

利用上面给出的换元公式 (50)，井注意 (.ç 三 (Tç，就有

f升户户户川dn叫ln时阳n吃B吃t
det叫(88)

令 K=ST8‘注意 det(S8) 二det(ST8) =detK电就有下列公式

f叩η川 η=叫归

相应的泛函积分公式为 J DfJDη川=町，但0)
其中句Kη = J dxdy fJ(x)K忡， y)η(y) ， 因子 detK 可以吸收到积分体积元 D句Dη

中

5.2 路径积分量子力学

1. 跃迁振幅的 Feynman 公式

跃迁振幅的定义运用时间发展算符 U(t， to)吨可以把系统在坐标表象 {\q) } 

的波函数写成

ω 

真中 ψ圳(ql仇10 ， t句0) = (何qol忡ψ(归toω)} ，而
K(q , t; qo ‘ to) = (qIU(t , to )iqo) (62) 

是时间发展算符在坐标表象的表示，称为系统的主运迁抹幅或变换函数，它是当

to 时处于 qo 的阜统到 t 时跃迁到 q 的概率幅.我们来推导它的计算公式.为了

简明起见，假设系统只有 l 个自由度.最后的结果可以直接推广到多个自由度.

路径积分表示设系统的 Hamilton 算符为 H， 贝11系统的时间发展算符就是

U(t , to) = e一 iH(t-to)

把时间间隔 t - to 分成 π 等份，
t - tn 

6.t= 一一
n 

(63) 

(64) 
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当 π →∞和 Ât → 0 时，就可以把时间发展算符写成 n 个因子的积，

U(t , to) = e-iH(t-tn ) = (1 一 it...tHr.

把它代入跃迁振帽的定义式 (62)，并运用基矢 {Iq)} 的完备性公式，就有

81 

(65) 

K阳(何刷qυt川0ω) = J 何 J dqn-1叫一斗-1(川(何刨q创I (υ1 一M叫)川Iqn弘如叫n←川川-→-1)仆) '" (ω阳刨q叭川1川I (口1 一 阳叫)川Iqωω0ω) 、 阳
其中的因子可以写成

(何协肌肌灿川qm机川叫凹m时川川E叶川叫十什叫I川I (口1 一 叫叫)川|阳肌q伽叶m

=千Jd~守争手俨e川叫川……1-叫-寸q川协[1 一 it...叫川叫叫m川)]， (67) 

这里代入了动量本征态的波函数

(创俨可: e
ipq , (68) 

ν :l.7r 

H(p, q) 定义为

(p IHlq) = lI (p , q) (P Iq). (69) 

注意 H巾， q) 已经不是算符.在这个定义里，假设 H怡， q) 中不含 q 与 p 的交叉

项，否则，应取正规来序，即把算符 H 中的所有动量算符都用对易关系移到坐

标算符的左边.

把 (67) 式代入 (66) 式，并注意 n →究和t...t → 0 时 (qm+l - qm)! t... t • q, 

就有

哟，ω0) = J D仰川q 町pq)l ， 口

其中指数上的积分限为 [to句o ， t叫t叶]，积分中的 q 与 p 都依赖于时间.而

J Dq = i~~~ft J dq(tm) , J Dp = l~ …句(tm)Dq = ，!~~~ rr 句(tm) 巧=问 rtJdp;了口1)
ðt • Om=l" ðt• Om=O 

(70) 式是→个无限维的泛函积分.官表示在时间 to 与 t 之间， q(t) 和 P (t) 分别

在坐标和动量空间跑遍面定端点 q(tO} 与 q(t} 之间的所有路径，所以称为路往

积分.注意它是对 q(t} 与 P (t) 的双重泛函积分，而只固定了 q(t) 的端点，下面

来根据 H巾， q) 的具体形式完成对 P (t) 的积分，

Feynman 公式对于下列形式的 Hamilton 函数，

H(PA)=t+V (72) 

(70) 式成为

K(q 川口) = J Dqe-i川) J Dp卢布户iqp) (73) 



82 5 路径叙分

可用公式 (25) 完成上面对 p 的积分，f 即胁酬ef… 川户μ+i阳4仰ψιp圳) =N灿川川e~(i扒机川{υω阳阳E叼凶刷…qω刷)(

把它代回(口73剖)式，最后就得到跃迁振帽的 Feynma.n公式

川:伽 to) = N J V川川 口

其中
川)=;叫2 _ V(q) (76) 

是系统的 Lagrange 函数，而 N 是归一化常数.注意 (25) 式的 t 由 (20) 式定

义，而现在是 (71)式的 2π. 所以

I 1 /2π 飞 n I ln 飞 n/2
入 lim ---=一一一一= r ~ \ I ~ I lim r 一一一一 l
… J嗣同飞2汀 V ~tJ …飞 i27r~tJ

(77) 

它通常在 n →%和ð.t → 0 时吕 F无限.但这并不影响物理结果，因为跃迁振

帽的模方是测量榄率，在归一化的计算中可把官消去.所以，常把官省略不写，

吸收到积分体积元 Vq 中.

如果在 Vq 中包含所有自由度的贡献 Feyruuan 公式 (75) 就推广到多自由

度的情形.与上述推导类似地还可证明 Feynman 公式不限于 (76) 式类型的系

统，它对于下列更一般的 Lagrange 函数也适用 g

L(q ← izdgmJQJ+ 汇 A ， (cJ)(j ， - \归) (78) 
1.) 

其中 m 是与 q 无关的实的非奇异姐阵.当 Tn 与 q 有关时 Feyuman 公式 (75)

要作适鸣的修改①.而且与 m 是奇异姐阵，例如呜 L(q.(j) 中某一项 qj 不出现时，

就要回到 Hamilton 形式的 (70) 式.

Feynman 公式 (75) 又可写成

K(q.t;qo.toJ = N J VqeiS (79) 

其中

s= 汇ρd出t川但
是系统的作用量.所以 F民eynn田man 公式的物理含义是: 当 to 时处于 qo 的牵线到

t 时跃迁到 q 的概率幅，对于固定在这两个弱点之间的所有路径都是等权的，总

的概率幅等于各个~径的贡献接相位 S 叠加的结果 s 是牵线的作用量.这可

以当作一条物理原理.称之为量子作用量原理.

( T.D. Læ and C.N. Yang, Phys. Rev. 128 (1962) 885 
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量子力学的路径积分形式由 Feynman 公式 (75) 算出跃迁振幅 K(q‘ t;qo.fo}.

代入 (61 )式就可算出波函数 ψ(q. t). 所以 FeyllßUUl公式与 Schrödinger 方程的作

用相当.实际上，对于由 (76) 式描述的系统，考虑一个很小的时间间隔 t • t+ßt. 

由 Fe归rnan 公式我们有

K(q. t; qo. to) = Ce[i~tL(啡，毕)] = Ce {i~t[茄-\\q+ '1/2 )]} (81) 

其中 η = qo - q. 把上式f-t入搜函数的公式 (61 ).就有

帅， t + ßt) = C /川川崎-\…仇(q + 1/. t) 阳)
当 ßt → 0+ 时，对积分的贡献主要来门 η "， 0 的区域，我们有

ψ圳仰阳(归刷q. t川t号尝 =C/φ/d由句巾ωTη肘川l川川eJN(

完成积分以后，上式中 ßt 的 0 次和 l 次项分别给出

cfdYIN)=l 

和

(83) 

(8-1) 

θ2 _ _. .1 
i 一ψ(q.t)= I 一一一τ + V(q)1 ψ(q. t). (85) I 2m åa2 . . \." I 

上面第一个方程给出常数 C 的表达式，第J个方程则正是系统的 Sdu凸dinger 方

程，而在 Schrödillger 方程中， n 动地得到了动能算符的表达式
1 02 

(8G) 
2mθq2· 

所以 Feynman 的路径积分公式已经包含了正则量子化的内容.这种方式的结

于化，称为路径积分量子化.

正则量子化与 Schrödinger 方程这-二者，构成了量子力学计算的核心.这种

形式的量子力学，称为正如l形式的量子刀学.简称止j{I/量子刀学.既然 Fey11man 

路径积分公式包括了这两方面的内容，门然就可以把 Feynman 路径积分公式所

表达的量子作用量原理，作为量子力学的一条基本原理，用来取代关于量子化
规则的 Heisenberg 测不准原理，和关于态矢量随时间变化的 Schrödi吨er 方程.
这种形式的量子力学，称为路径积分形式的量子刀学，简称路径积分量子刀学.
在正则量子力学中，问题的核心是写出系统的 HamiltoD 算符 H， 需要知道

算符的时易规则，进行算符运算.而在路径积分量子力学中，问题的核心是写
出系统的 Lagrange 函数 L 求泛函积分. L 不是算符，有关的代数运算简单得
多，数学上的难点从算符运算换成眨函积分.不过从上述推导可以看出，这里的
L 虽然是 c 数，却仍然是量子力学的量，而不是经典力学的量.针对具体物理问
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题写出的 Lagrange 函数 L， 是→种量子力学的模型，而不是经典的模型.不能

根据是不是算符来判断是不是量子力学.

需要指出， Feynman 路径积分公式既可当作从正则量子力学推出的重要公

式，也可当作路径积分量子力学的基本假设与出发点.在后→种意义上运用这

个公式，就可以直接写出场的拉氏密度，作为模型的假设和讨论的基础与出发

点，从而获得更多的灵活与自由.实际上，目前量子场论最前卫的讲法，都以路

径积分量子力学为基础与出发点①.即使在前一种意义上运用这个公式，路径
积分方法也已成为量子场论的主体与支柱②，

2. 形式的摘掉

量子力学的绘景前面的讨论是在 Schr倒i吨er 绘景中进行的，体系的态矢

量 |ψ(t)) 按 Schr凸dinger 方程随时间演化，观测量算符 F 不随时间变化，
θ 

i一 |ψ(t)) = HIψ(t))‘;:， F = O. (87) 
战

作立正变换，

|ψ(t)) → |ψ)H = eiHtlψ (t)) ‘ F → FH = CiHt Fe- iHt
, (88) 

可以得到

二 |ψ)H = o. i! FH = 问 H] 阳9}
它们表明，态矢量 ψH 不随时间演化，观测量算符 FH 按 H川IÎltoll 正则方程随

时间变化，这称为 Heisenberg给景.

当 H = Ho+H' 时，作立正变换

|ψ(t)) → |ψ(t))I = eiHutlψ(t)). F 一→ FI =e1H叮e-iHot ， (90) 

就有
.θ 

i一 |ψ(t)h = Hílψ(t))I ， i :, FI = [FI. Ho]. (91) 
θt 

亦即，相互作用 Hj 支配态矢量 |ψh 的时间演化，无相巨作用的 HamiJton 正则

方程决定观测量算符 R 的时间变化.这称为相互作用给景，也称 Dirac绘景.当

H' =0 时，相互作用绘景就成为 Heisenberg 绘景.

不同的绘景，只是描述方式不同，在物理上完全等价.针对不同问题，可以选

@例如 Warren Siegel, Fie恼， arXiv.org 和 http://insti. physics.suny由础;-si咿l/plan.html;
或 A. Zee, Quantum Field Th田ry in A Nutshel~ Princetol1 University Pre圃，则3.
@例如 Ste四n Weinberg, The Quantum Theory 0/ Fíelds, 3 volum曲， Cambridge Universit) 

Pre剧， 1佣5， 19髓， 2∞0; 或 M.E. P，四k:in and D.V. Schroeder , An lntroduction to Quantum Field 

Theo叨， Addison-W田ley， 1995.
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用不同给景.由于场算符是时空坐标的函数，所以在量子场论中多采用 Heisenberg

给景或相亘作用给景.为了简洁，在不至引起误解时，我们略去绘景的下标.

其中

跃迁振幅的 Huygens 原理在 Heisenberg 绘景中，跃迁振幅可以改写成

K(q. t; qo. to} = (qle-iH(t-tO)lqo) = (q. tlqo. tO) ‘ (92) 

Iqo 电 to) = eiH句 Iqo) ‘ Iq. t) = eiHtlq). (93) 

在 Heisenberg 绘景中， 1.夭迁4在幅 K(q， t; qo , to) 是在初态|如， to) 土测量'1 未态 Iq ， t) 

的慨牟幅.设 t > t 1 > to. 从初J态 Iqo. to) 董IJ ;k态 Iq ， t) 的跃迁振幅就可写成

川0肌μ仇， to句0们 f 何M川川， t叫h刷t叫巾制Iq(叭(ω4仙t1川川lο)
它的物理含义是2 体率从初态 Iqo ‘ to) 董'1 未态 Iq. t) 的政迁抹锚，等于从初态 Iqo. to) 

经过所有可能的中间态 Iq(td) 再到未态 Iq ‘ t) 的跃迁抹锚的线性叠加.这就是跃

迁振幅的 Huygens 原理，它与 Feynman 路径积分公式 (75) 所表述的量子作用量

原理是一致的.实际上，在上式右边代入 (75) 式，就有

川

=fV句W州q伊忖川e矿ei f.λ斤儿川‘JLμg;ν0Jd (95) 

其中泛函积分 JVq' 的时间范围 to → t 1, J Vq" 的时间范围 t 1 →仁 3 个端点

qo(to) , q(tll 与 q(t) 都是固定的.再对 q(t Il 积分，就取消了固定端点 q(td. 两个

泛函积分就合成一个 fVq. 上面已经把归一化常数省去.

时序乘积的矩阵元设 t > tl > to ， 由跃迁振帽的 Huygens 原理，就可写出

何M川川， tlq刷t叫彻制Iq以q创仙川(但仙川川t1川州州Iο训忡)川阳|问阳q如Q. t句ω0ω) = Jμ炉川(何阳(q. tl叫t叫|阳q仙州川(μ仙川tlω吵1ο卅)川)d陶灿d句何削q(仰仙(t仙t(叫I

=千f怡旧M川川， t叫圳刷t叫归制|阳以q(队州川( t仇川tl川ωl叶训)川)闷d句峭州q(仰仙(归仙川t(川I川)问以川帧刷川q叭仰队州(t仇川川tl川川lο训)川(川盼川叫句ω) 

=JV纠阳川W州q(川 l凡L飞马ν沪:;ν严严川川』片y川川d出创邮tLιL

注意符号 qψ(归t Il在( I阳q(但it川lο)川|仆)中是算符，否则是函数.上式表示从态 Iqo ， tO) 到态 Iq. t) 

的跃迁，只是 tl 时刻的中间态振幅多一个因子 q(t I). 类似地，设 t > tl > t2 > 旬，
则有

何怀阳川川， t叫巾t叫响|问q川(归bω川t句ω州2纣纠)川|阳伪W川t句0) = J V冈阳刷刊州q创川(
注意左边的 q(仙tlωIρ)问以q(t句ω2纣)是算符，根据跃迁振帽的 Huygeu8 原理，在推导中要求
t 1 > t2. 右边泛函积分中的 q(tdq(t2} 是函数，乘积的次序则可任意.于是一般
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地，设 t > tj > to , i = 1. 2. … .n， 就有

川创仙川tlωtdqο圳)q州(归t

B 路径帜分

其中 T 是时序耳符.它把被它作用的算符按照时闭从高到低的顺序依次从左到

右排列，

T F(tdF(t2)F(t3) … = F(tilF(tj )F(tk) … t; > tj > tk > … (99) 

有外嚣的情形外源是 Schwinger 引入的概念和技巧①，它既可以来自真实
的物理，也可以片是计算的工具和手段，在计算完成后令官为 O. 在 Lagrange 量

中引入外摞项 Jq ， 就有

L(q， 母)→ L(q， q) + Jq. (100) 

其中 L(q， q) 描述无外惊的体系 J 描述外惊的作用.引入了外惊的跃迁振幅为

川0仇川山， t尚t句灿0

=(ωq 、 t叫IT ei!.'o dtυJ岛叫q叫Iq舶o. t句0)' (101) 

左边的角标 J 表示引入了外摞 J， 最后→步用到公式(仰98剖).注意最后指数上的 Jq

是算符.显然，对任意的初态 |ψo. tO) 和末态|札 t) ， 这个公式也成立，

(ψ. tlψo.tO)J = (ψ ， tlTei 儿 dt Jqlψ0 ， tO)' (102) 

3. 散射问题的路径积分

触射问题 我们把粒子之间的散射与反应笼统地称为散射.散射的过程如

图5- 1 的上部所示，来自摞 (S) 的鞋子在时间 t →一惊以入射态(in state) lin) 

进入，然后发生相巨作用 (1)，最后在时间 t →∞以出射态 (out state) lout) 被

探测器 (D) 接收.实验上，测量的是从入射态 1 iu) 到出射态 lout) 的跃迁振幅

(o叫ill) .态 lin) 与 lout) 一般不是坐标本征态，而是能量本征态.注意有的作者

把 in state 译为入态，把 out state 译为出态.

①一--0 一一@

二二二二\。
~人--

图 5-1 散射过程(上图)和 Wick 转动(下团)

。 J. Schwinger, Particlea and SOUTCe.9. Gordon & Br..a.dl, 1969. 
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理论上，可以用外摞 J 来代替粒子摞与探测器，它使缸子从真空中产生，

在散射后又消失在真空之中.真空是能量最低的基态，引入外源后，问题就成

为计算从入射基态到出射基态的跃迁振幅.换句话说， Schwinger 外惊的作用，

是扩大了考虑的范围，简化了问题，把从入射态 1 ill) 到 :B 射态 IOllt) 的跃迁振

幅 (outl闸的计算，转换成从入射基态 10. 一 χ) 到L!:j射基态 10.χ) 的跃迁振幅

(0，∞10‘ -çκ )J 的计算.用这种方法，就把散射过程的全部信息都归纳到从基态

到基态的跃迁振幅之中.

基态到基态的跃迁振幅 从入射基态|队一∞)到出射基态 10‘'JO)的跃迁振

'西
Z[J]=(O‘∞ 10. -'JO )J (103) 

是外摞 J 的泛函，称为生~;.乏.;.，①.换句话说， 生成i乏函 Z[J] 等于在外源 J
作用下当入射基志为 10.-χ) 时测得出射基志为 10. JO) 的概率幅.生成泛函这个

名称，来自它与 Green 函数的关系，见 5.4节.下面来求 Z[J] 的具体表达式.

假设只在 to → t 之间有外摞作用， 马 < to < t < T. 则在 Heisenuerg 绘景

中，跃迁振幅为

川Qo. TO)J = J dqd伽川q 的 (q. tl叫J阳句IQo ， To ). 则
其中无外摞的过程可以写成

(Q. Tlq. t)(qo. tolQo. To) = 汇 (Q. TI T1忡t!q ， t) (qo. toln) (nlQo 岛)
Tn.n 

=艺吟(Q)仇(Qo)ψm(q)ψ;'(qo)e- iEm川)e-iE，， (to-To ) ‘ (阳)
n1 , n 

这里 1m) 与 In) 是体系 H 的本征态，

Hlm叫) = Em 

(ml阳q. tη) =ψm(ωq. t订)=电!J.'m(ωq)e旷iÊ川 t飞口107盯) 

为了在(口10臼5) 式中只保留基态 Eι0 的项，可以把时间 t 延拓到复平面②.从
实铀顺时针转过角度 ð. ð 运 π12. 如图 5-1 的下部所示，这称为 Wick 转动.由于
时间含有虚部，当初态与末态的时间趋于无限时， To → _~e-i';. T → χe- ið 

(105) 式中各项快速衰减，风需保留衰减最慢的 Eo 项，

(Q , Tlq. t) (qO ‘ tolQo ， 马)=ψô(Q) l/'o(Qo) l))o(q. t)ψõ(qo. to)e-iEu(T- T.吹( 108) 

。见例如 N.N. Bogoliubov and D.V. Shirko\'. Jntroduchon to The Theo叩 of Quantized Ftelds. 

third edltioD, John Wiley & Sons, 1980. p.383. 

( E.S. Abers and B.W. L髓， Physics Reports 9C (197:J) 1. 
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这里态 ψo(船 ， to} 与内(q， t) 都是基态.把上式代回 (104) 式，就有

阳Q叫仁 用 = J dqd州向如w呐叫0川倘ψ仇圳川0叫巾(ω刷qμt叫圳仰州削)川阳阳(何制川qμ叫t叫|ω如川， to句川0

其中 T岛0 →-∞ e→i吵ð ， T →∞e-i6 注意上式右边是跃迁振幅 (q， tlqo , tO)J 在基态
的平均值，当 to →-∞和 t →∞时正是要求的 (0，∞10，一∞)J. 把上式左边分
子用路径积分写出，井把分母吸收到归一化常数中，就有

Z町[叫←川=刊(归0ω叫叫∞叫州|阳0 ， 一∞ )υJ=N JV向伽Wq伊旷eiρi

其中 N 是归一化常数.在积分测度 Vq 中本来就可包含一个任意常数因子，再

明写出一个归一化常数 N， 是为了以后推演和对 Z[J] 进行归一化的方便.
与 Wick 转动等放的做法，是在 (105) 式的能量本征值中加上一个小的负虚

数.这也能使激发态快速衰减，只留下基态的项.在体系的拉氏量 L 中加上 jiEq2

即可达此目的，于是最后有
Z[叫 = N J Vq ei f :.o dt[L(q川巾的 (111 ) 

一个重要公式由公式 (102) 可以给出

Z [J] = (0，∞ 10，一∞)J = (0，∞ITeifdtJqlO. 一∞). (112) 

求 Z[J] 对 iJ(t1) ， … ， iJ(tn ) 的 n 重泛函微商，就有

俨Z[J!|=(O?∞ITq(td'" q(t ，， )IO ， 一∞). (113) 
i"öJ(td'" öJ(tn ) [J=o 

欧氏空间形式 若取 15= 作/2 的 Wick 转动，把 t = Xo 从正实轴转到负虚

轴，时间就成为纯虚数.定义 r = it =阳，则

-ds2 = _(dxO)2 + (dxd2 + (dX2)2 + (dX3)2 = 艺(dXi-Y' (114) 
μ=1 

(町，町，吨 ， X4) 就是 4 维实 Euclid 空间，度规张量是单位矩阵. (110) 式可以改

写到实数的 r.

圳 =NJV冈郎q伊e口lμ阳阳L叫崎川(问q 时向qf川

=NJ 向郎即e 巳口d由叫州仙川宁叫巾仇iμ阳[LE(阳LE(以(q ，d句ω仰qf刷仙/川仰d由忡川…7叫仆川)←川川-斗-J(λ叫(

下标 E 表明是 Euclid 空间的量，其中

LE(q,dq/dr) = -L(q, idq/dr). 

LE(q, dq/dr) 是正定的，能保证泛函积分 ZE[J] 收敛.相应地还有
1 ö"Z [J 1 Ö"ZE [J ] 

Z [J] i"öJ(td … öJ(t ,,) IJ=。一 ZE [J] öJ(η) … öJ(rn ) IJ=o' 

(115) 

(116) 

(117) 
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5.3 标量场的路径积分

1. 标量场的跃迁振幅和生成泛函

标量场的跃迁振幅场的正则坐标 φ(x) 作为观测量，是用时空参数:r = (x , t) 
来描述的.所以，从前面的量子力学过搜到量子场论，就是z

q(t} 一→ φ(x) ‘ Ldt 一 ιdx‘ Ðq 一→ Dφ(118)

其中 dx = d3xdt. 于是，从态 |φo. to} 到忡， t) 的跃迁振幅的 Feynman 路径积分

公式是 f 
K(φ‘ t; φo. to} = N I Ðφei J dxC忡。"圳 (119)

其中归一化常数 N 常被吸收到积分测度 Ðø 中.对 d 3x 的积分遍及全空间，对

dt 的积分从 to ~IJ t ， 积分端点 φ。与 φ 的约束是

φ。 =φo(x). φ = (þ (x). (120) 

(119) 式的物理是:场在场变量空间从 φ。到 φ 的跃迁振帽，等于在这两点之

间场量 φ(x) 取所有可能的变化，按照由其作用量确定的相位等权地叠加.满足

Euler-Lagrange 方程的解。(叫，只是其中樱率最大的一个.

下面来考虑自由标量场在外惊 J 作用下从入射基态 10 ， -x) 至IJ出射基态

10，∞)的跃迁振幅，亦即自由标量场的主成泛函.现在 J = J(x}. 注意场的基态
就是真空态.对于给定的场系统，真空态是唯一的，

|∞， 0) = 1 一∞， 0) = 10). (121) 

自由标量场的生成泛函 Zo [J] 自由标量场的拉氏密度为

ωω)=jMμφ - rn2ø2 }. (122) 

它出现在 4 维积分中，可以差一个 4 维散度，亦即可以作代换 θμφ伊φ → -φθ2φ.

再引人外惊 J(x) 和小的负虚数项，拉氏密度就成为

ι( (þ.81'φ) =ι。 +JO+liEd=-lφ(θ2 + m2 ← iê)φ +Jφ(123) 2..' 2 

于是，自由场的生成泛函

剧J] = N J Ð(þ e-i!d.r l扫(&l+ml斗Jø]

= N'e- P1i(δl+ml_i!"W1J = N'e-4J:::'FJ. (124) 

上面第二步用到公式 (25) ， N' 是新的归→化常数，而

~F =一 (82 + rn2 一 ié)-I ， (125) 
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它是在 (123) 式的向中夹在两个场变量 φ 与 φ 之间的算符之逆.

由于 Zo [J] 是在外摞作用下场从真空到真空的跃迂振帽，

Zo[J] = (0‘∞ 10，一∞)J ， (126) 

无外雷时它应等于 1 ，

Zo[O] = 1. (127) 

由 (124) 式，满足上述条件的 N' = 1 ，于是归一化的 Zo [J] 为

Zo川 = N / Vlþe-ifdxl~矶山沟-J<Þ]

=e才 f dxdyJ(X) ð.F(X-y)J(y) = e- 吉 Jð.FJ ， (128) 

卡/Vφ川巾(川l-iE) <þ] (129) 

Feynman 传播子 ~F (125) 式也就是

(δ2 + m 2 - iê )~F =一 1 、

它是下式的简写，

f户μ由蚓x(仰δ♂2 +m2沪户2仁h-→i阳ε
这是关于 ~F 的积分方程，相应的微分方程为

(θ2 + rn2 一 iê)~F = -Ó(x - y) , 

这里 ó(x - y) 是 4 维 6 函数.上式表明 ~F 是 x-y 的偶函数.

(123) 式给出的 Euler-Lagrange 方程为

(130) 

(131 ) 

( 132) 

(θ2 + m 2 - Îê) Iþ(X) = J(叫 (133)

它描述外摞 -J(x) 产生的场。但). (132) 式表明 ， ~F(X-Y) 是上述方程的 Gr回日

函数，有

φ圳仰(归Z← -/ 句仙A岛F川)川川山J圳心州(ωων圳).口l血M
所以 ， ~F(X 一别是标量场位于 U 的点源 ó(x-y) 在 Z 产生的场， Ifp 场的抹幅从

U 到 Z 的传播，称为标量场的民ynrnan 传椅子，简称 F町nman 传椅子

由方程 (132) 可以给出 ~F(X) 在动量空间的展川:式，
r d4k . ,.. r d4 k 1 

~F(X} = I 一寸~F(k)e-阳 = I 二.. e- ik 

J (2町4 -, \'-'- J (2叫4 k2 - m 2 + iê (135) 

~F( k) = ,.? ?. , 
κ- - m- + lê 

(136) 

注意其中 kx = ιxl'， k2 = ιkμ. 由于

k2 
_ m 2 +比= k~- ω2 + iε = k~ - (ω 一 iê)2 ， (137) 
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ω = Vk可否， (135) 式的积分在 ko 轴两侧有奇点 ko=ω- ié 和 ko = 一ω+ ië. 

取极限 E → 0+. 这两个奇点就在 ko 轴上.

为了避开这两个奇点， 1..1)的积分路径可以有不同的选择.换句话说，方程

(132) 并不能把函数 ~F(X - y) 完全确定下来，还需要作进-步的考虑.这相吗

于选择定解的边条件.下面将指出， ~F(:r - y) 的积分路径 CF ~与 ko < 0 时沿

h 轴下侧，当 ko > 0 时沿 ko 轴上侧，如下图.

-αJ 

• C -Eυ 

图5-2 计算 Feyman 传播子 ~F(X) 的职分路径。

进一步的考虑，要回到引入 ~F(X - y) 的 (124) 式.有两种方式来用 (12-1)

式确定对 h 的积分路径z 可以利用欧氏空间的表述:或者利用 Green 函数的定

义与公式.下面先讨论欧氏空间的表述.

2. 欧氏空间表述

欧氏坐标空间与动量空间欧氏坐标空间 XE 与闵氏坐标空间 z 的关系是

XE = (x , x.d. 
X4 = 1XO. > (138) 

dXE = d"XE = id"x = idx. 

z主 =zi+z3+z3+zi=-z2.j

注意现在时间 t=X。在负虚轴，而且是实数.相应地，欧氏动量空间可以定义
为①
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① K町四n Huang, Quarks. Lepto旧 and Gauge Fzelds. 2nd edition. World Scientifìc. 1992. 
p.132. 
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这相应于在能量复平面上把 ko 从实轴逆时针转 π/2 到正虚轴，如图5-3. 这样

定义的优点是 k4x4 = kOxo ， 可以把 kOxO - k. x 直接变换成 k4X4 - k. x ， 平面披

中正的 X4 对应于正的 XO.

1m 1" 1m k" 

Rex" .Re 儿，

固5-3 从闺氏空间转到欧氏空间

生成泛函与 Feynman 传播子转到欧氏空间，向巾标挝场的生成泛函为

ZOE仲

=e 吉 J(ð~-ml)-IJ = e ,.Tt:.FJ. (140) 

注意其中 dxE = idx. a~ = -θ2 而ð.F 满足的方程为

(一θ言 + m.2)ð.F = -iÒ(吨- YE). (141 ) 

与 (132) 式一致.由此可以写出

AF f d4KE1 (XE) =一i I 一-→二寸eJ (2叫-1. kf +m (1 42) 

此式完全确定了 Feynman 传播子ð.F(XE)，其中对 h 的积分路径沿实轴，而奇

点 k4 = 土iNτ石E 不在实轴上.
从欧氏空间的 h 转回闵氏空间的 ko. 沿 k4 铀的积分路径就成为图 5-2 所示

的积分路径.下面我们回到闵氏空间，给出 [.1 m Grccn 函数的讨论.

5..1标量场自由 Green 函数

Green 函数的定义与公式定义场的 n 点 G陀f'1l 函数为

G(Xl ,X2 ,… , Xn ) = (OIT[φ(xdφ(工2 )… φ(x，， )lIO) ， (143) 

这里 10} 是场的真空态，注意|∞.0) = 1- ∞， 0) = 10). 民1 公式( 113). 育
Ò"ZP] 

G(Z1·22,··Jn)=|.(144) 
in òJ(xdJ(X2l" .ò .J(xnl 1 .1= 。
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于是有

ZIJl=22fdzldzdZIM川队). (145) 

这就表明. Z[J]:是生成 Green 函数的泛函，所以称之为生成泛函.上式表明，

生成泛函的计算，亦即场在外源作用下从真空到真空的跃迁振幅的计算，可以

归结为 Green 函数的计算.下面给出自由 Green 函数的具体例子.

1 点 Green 函数 自由场的 Green 函数简称自由 Green 函数.注意简写

JtlFJ = Jxtl叫= ! dxdy叫F(X - y)J(y) ， 叫

从公式 (128) 就可算出场的 1 点自由 Green 函数

G(Z)=(OMZ)|0)=1坠凹| =-Lf#JAFJl 
i òJ(x) IJ=o iòJ(x) - IJ=o 

=(-tl时1/) e-~叩|J=o=0 ( 147) 

这个结果的物理可从 (01φ(x)IO) = 0 看出 . cp(x) 在动量空间的展开，是粒

子产生与消灭算符的线性叠加，

φ(x) φ(+l(x) +φ(-1 (x). (148) 

CÞ(+l(• r 1 ， ~3~~_αIc e -,kx (1 49) 
j ν(:.!π)"三d

，、 r d:lk • 'L-

φ飞 -'(x) = I ~有_ a.~e' l<.c (150) 
j 飞((27l' )":.!w 陪

在场的定域性适用的范围内(参阅第 4 章 4.5 节对场的定域性的讨论).实标量场

的正频部分 cþ(+ l(x) 与负频部分 φ(一 ) (x) 可以分别看成场在 Z 点消灭一个粒子与

产生一个粒子的算符.所以(147) 式的物理含义是z 场的真空期待值为零，在真

空的一点不可能孤立地产生或消灭一个位子.对复标量场可以类似地讨论.

2点 Green 函数类似地，场的 2 点自由 Green 函数为

G(x , y) = (OIT[φ(x)ø(y)]IO) 

6
2 

. e 生 J~FJI_ ='C ~I \ (一ι鸟Fzy) e- P~FJ I 
i2 òJ(x)ÒJ(ν) - IJ=o iòJ(x) \ ~ .-, 'Y' -

= [itl Fx lI + (-Jztl叫(-JztlF:x)]e-吉山|闯=阳x -y) ， 川

亦即 2 点自由 Green 函数实际上就是 Feynman 传椅子前面已经指出. Feynman 

传播子 tlF(x - y) 是位于 U 的点瞟 ò(x - y) 在 z 产生的场，即场的振幅从 y ~IJ 
z 的传播.
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为了用粒子的语言相图像来描述，可以把时序乘积具体写成

Tφ(x)ø(y) = O(XO _ yO)φ(x)φ(y) + O( y'l - XO) d>(y)φ(x). (1 52) 

注意在真空态上只能产生而不能消灭粒子，于是就有

G(x, y} = O(xo - yO)(OIφ(+)(x)φ(-)(y)IO) + ()(yO _ xO)(OIφ(+)(y)φ( → )(x)IO). (153) 

右边第一项表示在时间泸在 U 点产生一个粒子，然后在时间 XO(> yO) 在 z 点

消灭，亦即粒子从 U 点传播~J x 点的慨率幅1 第J项表示在时间 x() 在 z 点产

生一个粒子，然后在时间 yO(> XO) 在 U 点消灭，亦即位子从;1"点传播到 u 点的

概率幅.所以 2 点 Green 函数 G(x.y) 描述位子在 I 与 ν 两点之间的传播.

Wick 定理可以类似地继续算出 n = 3.4. …的 rl rh Green 函数.例如
正-1

v o-~Jzc7"J.1 
G(Xl'X川3. X4) = i4bJ(xdbJ(x~)bJ(X3)ÓJ(X4) ('主 IJ=o

1: 3 
=U (一 JxGxx.) e-!J.cz山|

bJ(xdóJ(X2)bJ(X3) ' ~.L-.L.L'J-

E2 

=气óJ(归斗l;!二óJ川(-GZ3Z') + (卜一-J矶盯川Z3 )(川( 占川Gιι弘ωz口叫叫x ，川J‘，)

=一三一[(←-J占'ZG乌z口Xl )(川(←G乌z川) + (←一 J占xG乌z口r川3)(←-GιZ~ :r4川.) +川(-Gιz向)(←-J占xG乌z口z刮川. ) ) 
óJ(Xl) 

+ (-J.儿J(一队均)(一Jι.)l('-~叫JνIJ=o

= G(Xl. X2)G(:1:3 

其中

GZII = G(X. y) ， 占Gι乌z叩y = !叫

yιJy阳俨= ! dxd呻叫UμI川川J圳巾栩(ωωUω). (1 55) 

从(口154) 式可以看出 3 点 n 由 Green 函数 G(.r l. X2. .r:d = O. 而 4 点自由 Grt't'lI

函数等于在所有两对台、之间的 2 点自由 Green .i，敬乘积之和.

一般地， 奇数点的自由 Green 函数为零，偶数点的自由 Green 函数等于在

所有可能的两个点之间的 2 点自由 Green 函数来积之和.这称为 Wick 定理.是

Wick 首先在正则量子场论中用场算符的对易关系推Hi 的.

Feynman 图形事示可以把 2 点 rl rh Green 函数 G(x.y) 用连接 z 与 U 两

点的一条线段来表示，把 4 点自由 Green 函数 G(Xl.X2. 句，同)用一个圆固伸出

4 条线段来表示，如此等等.于是，把 4 点 ['1 由 Green 函数展开成 3 项的 (154 ) 
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式就可用图来表示，

G(Xl 川 1+二+X (1 .')6) 

这种用来表示物理量和公式的图形，称为 Feynman 因而确定 Fey 1\1 naIl图

与公式之间对应的规则，则称为 Feynman 规则 Feymnan 发明和最先使用的这

种用图形来表示物理量和公式的方法，不仅简化了公式的书写，还有助于对公

式进行直观与形象的分析，己经成为结子场论恃有的一种分析与思维方法，这

种图形则成了我们物理直觉的一部分.

不变函数 现在来给出 ßF(X - y) 和几个相关的 A 函数的公式.它们在

Lorentz 变换下不变，称为不变函数.由(153) 式右边即可算出 iD.F(X - y). 其中

r d3k d3k' 
(01φ(+)(.r)q}-)(y)IO) = I 一一一一= ,,_ ，~_ . (01句αt ， 10)e-ik.r+ik' 11 J J(27T )32乙 J(27T丙二ï \~I-"-k 

r d3k ι = I 一一τ;-: e-IIQX- 1I 1 = iß+(x - y). (I?>ï) 
J (2盯52w

这里用到了 lαk ， al,] = ò(k - k') 和 (01α;， uiO)=0. 交换 x;:::: y ， 还有

{, ..., r d3k ι 
(01φ(+)(y)φ(-)(x)IO) = I 一一一_ eik(:r -II) =一iß_(x - y). 

J (2 7T )32ω 
( 158) 

于是

ßF(X - y) = O(xo - yO)ß+(x _ y) _ O(yO - xO)ß 一 (x-y). (ISU) 

注意有

ß_(x) = -ß+(-x). 
) 

、••. 
,

J 

PO ( 

函数 A士 (x) 又可以写成

r d4k :L_ 
A土(z)=l--799e-BKZ.

C土 (2π ).1 k~ - m~ + iε 
( 161 ) 

其中 C士是图5-4(a) 给出的对岛的积分路径.所以 (159) 式给出

r d4 k 
ß F(x) = I 一一τ') ') e-1 1t'X JCF (2π ).1 k2 - m 2 + iε 

( 162) 

这里 CF 就是图 5-2 给出的对 ko 的积分路径. .>!'( xO > 0 时，可以在无限远处补
上一个下半圆周，构成闭合回路，这就是 C+ ， 给出 (159) 式中第一项:当 xO < 0 

时，可以在无限远处补上一个上半圆周，构成闭合回路，这就是一C一给出( 159) 

式中第二项. ßF(x) 又称因果 Green 函数.写成 ßc(X).
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c C. C R 

(a) (b) 

C^ 

C 1 

(c) (d) 

图 5-4 几种 A 函数在 h 复平面的积分回路

除了上述 ßF(X) 和 ß;t: (X) 以外，常见的还有椎迟 Green 函数 ßR(X) ，超

前 Green 函数 ßA(X) ， 以及 ß(X) 和 ßl(X)，它们对间的积分路径依次见图5-4

(b)'"-'(d) , 

A f d4k n1 
R(X) = I 一_\ll L? __') 1CR (2霄 )4 k 2 - m 2 + ié 

r d4 k 1ι 
ßA(X) = I 一寸 户，

CA (2π)4 k2 - m2 + ié 

ß(X) = r 旦ι1e-ikz=AAZ)+AI)·
1c (2π )4 k 2 - m 2 + ié 

r d4 k 
ßl(x)=i I 一-::\.i L? _? ,_ e- II

<x = i[ß+(x) - ß_(X)]. 
C

1 
(2霄)4 k2 - m 2 +比

(163) 

(164) 

(165) 

(166) 

CR 和 CA 的情形与 CF 类似，当 XO > 0 时，可以在无限远处补上一个下半圆
周，构成闭合回路;当 xO < 0 时，可以在无限远处补上一个上半圆周，构成闭
合回路.于是可以写出

ßR(X) = O(XO)ß(X) , ßA(X) = -O( -XO)ß(X) , ß(X) = ßR(X) - ßA(X) , (167) 

这表明 ßR(X) 仅当 xO > 0 时才不为 0，所以称为椎迟 Gr回n 函数 ßA(X) 仅

当 xO < 0 时才不为 0，所以称为超前 Green 函数.

iß(x) 是实标量场的协变对易子(第 2 章 (16) 式)，而 ßI(X) 是实标量场的

协变反对易子(第 4 章 (187) 式).积分回路有限的 ß， ß ;t:. ßl 满足齐次 Klein-
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Gordon 方程，

(θ2 +m2 一 iE)ß = O. (1 68) 

而积分回路无限的 ßF ， ßA , ßR 满足有点惊的非开次 Klein-Gordon 方程，

(θ2 +m2 二 iE)ßF = -Ò(X - y). (169) 

对问取不同的积分路径，相当于取不同的边条件，对应于不同的物理.

注意不同作者对这些函数的定义不完全相同，例如 Lurié 的 ßF(X) 比这里

的多一个因子 i，而他的 ßR(X) 和 ßA(X) 与这里的差一个负号①.在正则量子

场论中，这些函数都是用场算符的对易子定义的.

5.5 旋量场的路径积分

自由旋量场的生成泛函 自由旋量场的拉氏密度为

ι。 =ψ(i1μδμ-m)ψ( 170) 

注意场量 ψ(X) 与石(X) 是 Grassmann 变量.官们是互相强立的，需要分别引进

相应的外惊奇(X) 与 η(x) ， 于是

ι=ι。+加+1/Jη + iE~ψ= 石SF 1ψ+刷J+ 石η.

其中可(x) 与 η(x) 也是 Grassmann 旋量，才能保证 ι 是标量，而

sf=iγμθμ- m + iE = ifJ - m + iE 

是在 ι。中夹在场变量石与 ψ 之间的算符.由于

(171 ) 

(1 72) 

:øSF 1ψ+ 可ψ+ 百η = (百+可SF)SF 1 (ψ +SFη) 一可SFη( 173) 

可用 Grassmann 变量的泛函积分公式 (60) 算出

其中

Z川= ~ J 1)切时忡忡
= 古~ J 1)伽加ψ归e♂U川川i川归仙fμ阳问d由削z刮(石问问+叶叩哥币S叫l(川ν川S

一 e→i而可SF" η

‘ N=J 1)石加D归川i川归收fμ阳问d巾削z刮(叫F")训)归阿S耳叭豆

(I 74) 

注意可ψ 与;石;η 这类由两个 G岛ra陋ssmann 变量相乘而构成的量，在把它们作为单烛
的一个量来运算时，乘法次序可换，可以当作普通的 C 数.相应地，可以利用对
c 数得到的公式.在进行运算时，要小心判别哪些公式在什么情况下可用.

① D. 卢里， ((橙子和场>>，董明德等译.科学出版社 1981 年， 121 页.
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Dirac 传播子与标量场的传播子 ßF 类似地，由 (172) 式可以写出

(ifJ- m+ iE)SF = ò(x - y) , (176) 

这是有点惊 ò(x - y) 的 Dirac 方程.由 ι 给出的 Euler-Lagrange 方程

(i fJ - m + iE)ψ= 一η(177)

则是有摞 η(x) 的Dir配方程.于是有

ψ(们 -j句SF(x - y)η(y). (178) 

所以 • SF(x - y)是 Dirac 旋量场位于 U 的点源 ò(x -y) 在 z 产生的场，即场的

抹幅从 y J'! x 的传播，称为 Dir缸旋量场的 Feynman 传椅子，简称 Dirac 传播

子.注意 SF(X - y) 是作用于 Dirac 旋量的 4x4 的短阵函数.

由方程 (176) 可以给出 SF(X) 在动量空间的展开式，

由于

于是又有

r d4k _ ... r d4k 1 
SF(X) = I 一寸SF(k) e-阳 = I 一一一一一一汁-阳 (179)J (2川 J (2贺)4 ~ - m + iE 

岛仲

(~+ m)(~ - m + iE) = ì/J kμγνk"， - m2 + iE 

=i川+俨γ叽kν- m 2 + iE 

= k 2 
- m 2 + iE. 

SF(X) = r 旦ιJ (如 )4 k2 - m2 + iE 

=(iP+m)ffι J (2贺 )4 k2 - m 2 + iE 

(181 ) 

= (ifJ+ m)ßF(x). (1 82) 

注意 E → 0，所以有(~ + m.)e: = E. 

Green 函数考虑 2 点自由 Green 函数

G(x. y) = (017ψ(x)石(y)IO). (183) 

注意交换 Gr皿smann 变量乘积因子的次序要变号，时序乘积为

Tψ(x)否(y) = O(xo _ yO)ψ (x)亨(y) _ O(yO _ XO )平(y)ψ (x) ， (184) 

于是有

G(x, y) = O(XO - yO)(OIψ(+}(x)否(-) (y )10) - O(yO - xO)(OI石 (+}(y)ψ(一 l(x)IO). (185) 
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注意

ψ(x) = χfJL二 rU(k ， Ç)Ck~产 +v(k ， ç)4~e叫(四6)
γ J .J(27r)3ωL ' ." ._, ." ..~ 

~(x) = 汇 ι主~ rU(k ,Ç)ckeikx +川)dk~e叫(187)
γJ .J (2 11" )32w L 同』

(185) 式右边第一项是 yO < xO 时真空中在 U 点产生一个位子传播董IJ x 点消灭，

第二项是 xO < yO 时在 z 点产生一个反粒子传播jlJ y 点消灭.所以 2 点臼 H

Green 函数 G(x. y) 描述粒子或反粒子在真空中的产生、传播和消灭过程，给吐

这个过程的跃迁振幅.这正是 Dir缸传播子 SF(x - y) 的粒子图像.下面来给吐

它们的联系.

于是

与 (112) 式类似地，

Z 川=N!V石切切D即ψ川
= (0叫ITeifdx刮(苟ψ+~η呐)10叫). (188) 

G(矶的= (OITψ (x)ψ(y)IO) 

- 52 Z[奇， η1 I 
(189) 

j2 5可(x)5η(y)1可=η=0

注意其中 -5ji句需要移过百才能作用于 η，所以出一负号.代入 Z[环 η1=
e-I哥SFη，就可算出

G(x , y) = jSF(x - y). (1 90) 

与标量场一样，可以用连接 z 与 U 两点的一条线段来表示Dir缸旋量场的 2

点自由 Green 函数.注意现在有粒子和反粒子两种可能，这与 z 和 U 两点的时

间先后有关.可以规定线段从 U 指向 Z 方向，也就是从石(y) 指向 ψ(x). 于是，
沿钱段方向传播的是位子， i呈线段才向传播的是反位子.

G(x , y) = y一-x (191 ) 
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一→← J. &hwinger 

6 散射振幅与 Feynman 图

6.1 相互作用标量场

1. 相豆作用场的生成泛函

标量场的相互作用有相瓦作用时，场的拉氏密度可以写成

ι=ι。 +ι1 ， (1) 

ι。是自由场的拉氏密度， ιl 描述场的相巨作用.在相应的正则形式中，晗氏密

度衍=衍。+屿，在 ιI 不含场的微商时

对(=一ι1. (2) 

选择和确定一个具体量子系统的理论模型，核心问题是选择和确定相互作

用的形式.在非相对论性量子力学中，相豆作用 Hamilton 量坷的形式几乎不

受任何约束，有无限多的选择.而在相对论性量子场论中，一些基本考虑可以把

相豆作用拉氏密度白的形式限制在少数几种选择之中，甚至完全确定下来.

相对论因果性要求，限定相瓦作用必须是定域的，排除了非定域的坦距作

用 φ(x)φ(y). 因为它表示在空间两点间可以有瞬时的关联.描述标量场非线性门

作用的定域模型，可取 ιI 仅伊的形式 n 笋 3，因为 φ3 模型的能量不正定.为

了使能量正定，必须加上更高的偶次幕项.所以最简单的是 φ4 模型，

G=-jφ4 (3) 

λ 是描述相豆作用强度的无量纲辆合常数， 4! 是习惯约定的系数，负号保证场的

能量正定.也可以排除 n>4 的模型，因为它不可重正化.

在前面讨论零点能 (2.2 节)和 Casimir 效应 (3.3 节)时，己经遇到动量空间

的发散积分，引入了积分截断 kc. 如果在最后的表达式中不含仇，能给出不发散

的结果，这个理论就是可重正化的.白的量纲 [Cd = [l] -4 ，而[r，&J = [lJ-l ， 所以
若 ιI 仅 λ俨，则有

lλJ = [ι1][φ-nJ = [W- 4
‘ (4) 

辆令常数 λ 的量纲是 n - 4. 而截断动量的量纲 [kcJ = [lJ-I. 于是，最后算得无

量纲散射振幅的结果，必然依眼于组合因子 λkp-4. 当 n>4 时，它随 kc → χ
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而发散，不可重正化.

需要指出，引入相互作用白，→般会改变场的正则动量，
θιθι。 θιI

霄=→=一.，::.+→ (5)
θφθ。 θφ

从而改变正则对易关系 [Ø(x) ， 叫y)]. 只有相互作用不含对场量的微商此φ 时，

有 θιdθ。 =0，正则动量的形式不变，自由场的正则对易关系才能保持.

生成泛函的公式引入相互作用后，生成泛函为

Z [J] = N J Veifdx( .c.o +CI+ J4>叫) (6) 

对于含 φ 的相互作用，

ι1=ιI(φ) , 

运用量子场论的中心等式(见第 5 章 (35) 式)，就有

Z [J] = NeiC1 (6/i6J) ZO[J] , 

(7) 

(8) 

其中

剧J]= JVφeifdx…叫)=川FJ
是自由标量场的生成泛函，确定常数 N 的归→化条件为

Z[O] = 1. 

(9) 

) 
n
υ
 

-A ( 

2. ø4 模型

微扰论展开对于 φ4 模型，

ιI(b/ibJ)=-j(￡)4 

若桐合常数 λ 是小量，就可把马当作微扰，有展开式

e♂eiC1ω山ιCI(侈s忖俐6/i6Jρ川川川i泊ω叫6J叫J均)=叮el归fμd叫z

} -- LiÓωJ(z) J ' 

) 
'
a
且

··A ( 

(12) 

于是

Z [J] =川 1 一 i~ r 山[ !C ~，一f+ 问[J]， (13) 
l 也! J 

-
LióJ(z)J 

λ 的 0 阶项 Zo{J] 是自由场的生成泛函， λ 的 1 阶项给出了相互作用 ζI 引起的

l 阶微扰，如此等等.代入

Zo [J] = e寸 Jt:.FJ = e才 f dxd Il J(X) t:. F(X-II)J(II). (14) 

可以算出

l品fhlJl=(￡;)4川z山 = Có~J3(-~FZII川Jr t:.FrvJv
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从而

6 徽射'量幅与 Feynman 囤

，且、 2 ~ 

= (..-. ) Ii~Fzz + (-~F."J，， )"j e-~Jz~Fz~Jν 
飞 i讪õJ. J L~-'" -"Y Y' J 

=f-[阳3i~岛F:z(一A岛Fz叩"J占4ω"ρ，)忏+(←-ß岛FZIIJ占ωU川)叫3吁1 e-一吉υμJ占'z':'斗Fz川z~J
iõ.‘Jz L 

= (-3~~日+ 6i~Fzz(~Fz"JII)2 + (~FzIIJII)41 Zo[J]. (15) 

Z刻[J川(十1一 iif户介归山叫z[叫z口J川z+川+刊6陆
注意这里的泛函运算使用简写，其中

~Fzz = ~r( z 一川r(O) 吧生=:/句~dz - y)J(y). (1 7) 

对泛函运算熟练以后.还可省去作为函数电变整坦王标三旦三算式就更清晰和
简洁.而最清晰简洁并且直观的，则是用 Feynrnan 图来表示.

Feynman 图表示对于标量场的 φ4 模型 Feynman 图的构成单元如下g

·传福线: i~F(X - y) = .x 一一- y. 有两个端点 Z 与 y.

·圈 : i~dz-z) = i~dO) = 0 z ， 一条传播线的两端重合flJ z ， 形成闭合圈.

.外源: iJ(x) = )( x ， 它附着在传播线的一个端点上.

• TVi点: X. 它是几条传播线端点的汇合处，英文 vertex，也有人译作项角.

用上述单元图示， (15) 式就是

LõJ(z) r Zo [J] = (3∞+6山+ X)呐[J]. (18) 
…γ\ )f--'<-→ ./\a 

庄意在上式的三个图中，每个图都包含 1 个顶点.每个顶点伸出 4 条传播

线，这在数学上是泛函微商 Õ-i /[iõJ(Z)]4 的结果，在物理上则表示 4 个粒子在该

点的定域相巨作用，这是 φ4 模型的特点.第→个图由顶点伸出的 4 条线两两相

连，形成连通的两个圈，没有外线.这种没有外线的图，称为真空国第二个图

由顶点伸出的 4 条线只有两条相连成圈，有两条外线.这种带外线的圈图，称为
崛蚌国

各个图前面的系数 S = 3 ， 6 ， 1 ，称为该图的对称牟数.可以根据图形的对称

性来确定.第→个图顶点 4 条线两两相连的方式有 3 种， S = 1 x (4 - 1) = 3 

第二个图 4 条线中阁出 2 条的方式 S = 4!/2!(4 - 2)! = 6. 第三个图是唯一的，
8= 1. 

用 Feynman 图表示， (16) 式就是

Z川 [1-i~/dZ(3∞ +6↓+ X)+...]州( 19) 
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由 Zo[OJ = 1 和归→化条件 Z[O] = 1，可以定出

N=1+ijfdz3∞+ (20) 

从而

Z[J] = [1- i~ J出 (6 ↓+\) +...] Zo[J] 川
省略号代表的项是 O(λ2) 的量级.可以看出， 在归一化生成泛函 Z[J] 的在达

式中不出现真空国.这个结论对微扰的所有阶都成立，是归一化生成泛函的→般

性质.

从上式还可看出，包含顶点的图总是出现在对顶点的积分中，井且乘以因子

-iλ/41.为了进→步简化表述，可以把这个积分和因子都吸收到关于顶点的图形

规则中，而不必明写出来2

·顶点规则:对于顶点 X ，要进行积分，井乘以因子 -iλ/4!.

前面的做法，是从生成泛函 Z[J] 的微扰展开 (13)，先求得解析表达式(16) ，

再由图形规则对应到 Feynman 图表示 (19). 只是从(19) 到 (21) 式，才对图形进

行运算.当然，也可在 (13) 式中就直接代入 Zo[J] 的 Feynman 图，对图形进行

运算，给出 (21)式.下面就来继续这种讨论.

6.2 相互作用标量场的 Green 函数

1. Green 函数的微扰展开

对 Feynman 固的运算注意 Zo[J] = e-I~JC~F气其中一iJt1FJ = ←→是

一条两端带源的传播线， (21) 式就是 一 … 

Z[J] = A x B = (1 + 6 ...D- + X +...) x e! 一‘ (22)

A = 1 +6 • +X+ 叫一 (23) 

这里已经采用顶点规则，顶点隐含了积分号和相乘因子.把 (22) 式代入 Green
画数的公式·

俨Z[J
G(町，…，zn)=|

in 05J(x))... 05J(xn ) IJ=o ' 

完成泛函微商，就可求出 Green 函数的微扰展开.

(24) 

对于带糠的 Feynman 图，求→次对摞 iJ 的泛函微商，就切掉→个摞.对于

无糠的民ynman 图，求对雷 iJ 的泛函微商，结果为 O. 两端带源的传播线和蝴



104 6 徽射振幅与 F可nman 图

斟图，两个端点的交换是对称的，对它们求阶泛函微商.都会出来一个因子 2.

此外，在运算完成后要令 J = 0，所以在最后结果中没有带源的图.以上几点，

就是对生成泛函 Z[J] 的 Feynman 图进行泛函微商求 Green 函数的基本规则.

2 点 Green 函数按照以上规则，可得 2 点 Green 函数的微扰展开

G(x户 • Y=[(1+6 •+\+... )( e 1一 )[JJ=o 

=咐(←μe~←「一---):J山ιIJ=川=
=X 一一 y+1口2x~y+十 (25 ) 

这里用一个实心圆斑伸出两条线段来表示 2 点 Green 函数， AL 表示求 A 对

iJ(x) 的泛函微商，等等.其中只写到 λ 的一阶，即包含 1 个顶点的图.

上式右边第一项是微扰展开的零级近似，它是 ~j 由标量场传播子 i~dx-y).

即上一章 (151) 式的 2 点自由 Green 函数.第二项'再斟图包含一个顶点，含有因

子 λ，是肘模型自相巨作用对传播子的 l 级修正.对称系数 S = 2 x 6 = 12，其

中 2 来自前面说的两个端点的交换对称性.

4 点 Green 函数类似地，可以求出 4 点 Green 函数为

川 XJ ， x.d = X = (AB)~~)I2XJI.1问.1B(4) +山" + A(4))J=0 

= 3 === +72丰 + 24X+例
右边第→图是 AB(4) 项的贡献，也就是 ZO[J] 的贡献，即 4 点自由 Green 函数-

4 个点有 3 种方法连成两条线，这就是这一图的系数 3. 第」图是 6A"B" 项的

贡献，即 A" 的'再斟图与 B" 的传播线相乘.系数 72 = 2 x 6 x 6. 第三图是 A(4)

项的贡献，是切掉 4 个外源的自由顶点.切这 4 个顶点有 4! = 24 种顺序，这就

是这一图的系数.后两图包含 1 个顶点，是相豆作用微扰的 1 阶项 2 阶以上

的项没杏写出上述 3 个图都有 4 个自由外线端点.

一幢规则一般地 n 点 Green 函数的 Feynman 国有 n 条自由外线.在它

的微扰展开中 m 阶国包含 m 个顶点 O 阶国不合顶点是相应的自由 Green

函数.据此.就可以直接画出各阶 Green 函数的 Feyllman 图.

图 6-1 给出了 4 点 Green 函数 1 阶 Feynman 图的画法与结果. 4 点 Green

函数有 4 条自由外线阶图有 1 个顶点，如图的左边所示.由它们连接成的

Feynman 图有 3 个，如图的右边所示. (a) 图由 4 条外线的内端与顶点的 4 条

线相连而得，共杏 41 = 24 种连法，这就是 (a) 图的对称系数. (b) 图的连接分
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三步.首先是 2 条外线的内端相连成 1 条自由传播线，给出 2 点自由 Green 函

数的 Feynman 图，这有 3 种连法.然后把剩余 2 条外线的内端与顶点的 2 条线

相连，这有 2 x 4 x 3 = 24 种连法.最后是顶点剩下的两条线相连成圈，这只

有 1 种连法.这三步一共有 3 x 24 x 1 = 72 种连法，这也就是 (b) 图的对称系

数. (c) 图的连接分两步.先把 4 条外线的内点相连成 2 条自由传播线，给出

4 点自由 Green 函数的 Feynman 图，共有 3 种连法.然后把顶点的 4 条线两两

相连，形成一个连通的双圈，共有 4 x 3 = 12 种连法.所以 (c) 围的对称系数是

3 x 12 = 36. 连通双圈是真空图，不出现在归一化生成泛函中，从而也不出现在
Gr回n 函数中，所以 (c) 图没有贡献，不用考虑.

二×二 -辛 (a) X 仙)立 (c)OO 

图6- 1 4 点 Grecn 函数 1 阶 Feynman 围的生成

对于高阶图，微扰展开式的 m 阶项有一个因子 11时，而 m 个顶点的交换对

称性贡献一个因子时，二者刚好抵消.所以这两个因素就不必考虑.

质量修正 上面已经看到 Green 函数的 0 阶近似就是相应的自由 Gret'n

函数，是无相互作用自由场的贡献.而各阶微扰修正，都来自场的相句:作用.现

在来看'再斟图修正项的物理含义，具体考虑 2 点 Green 函数.

2 点 Green 函数的 0 阶近似图是一条自由传播线 1 阶修正图就是~斟图，

见 (25) 式.棍据 Feynman 图的对应规则， (25) 式的解析表达式为
-1λ r ., 

G(z.u)=iAF(z-u)+l2·1「 l d勺i~F(X - Z)i~F(Z - Z)i~F(Z - y) +. 

=/的 i川-1/)[1 认~dO) r d川什P川l
-E +-f-H (2汀 )4 p2 - m 2 + iεL -, 2 J (2汀 )4 k2 - m 2 + it J 

=千/ (~~业!兰旦 ie-
i卢iψ

…
p

11 + n • 1 +… 
(2汀 )4 p2 - m2 + it L' , p2 - m2 + it J 

r d 4p ie-ip(x- I/) 
= J一+… (27)

J (271') 嘈 p2 -m2 一言λ~F(O) + it 
这个结果表明， 相互作用对 2 点 Green 函数的修止，是把自由传椅子中的位

于质量 m 修正为 mc.

wd=nJ+jλ~dO). (28) 

这里只准到 1 阶微扰.如果算到高阶微扰，在上式中汪会出现 λ 的高次修正项.
m 是出现在自由拉氏密度向中的模型参数，可以把它看作是修正以前的

自由粒子质量，而把 mc 看作是考虑相互作用修正以后的质量.只要 ~dO) 杏
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限，质量的修正是个小量，这就是一个自洽的理论.问题是. ~F(O) 是发散的，

~F(O) = r 旦生 1 (29) J (2叫4 k2 - m 2 + iε 

其中分子是 k 的 4 次方，分母是 k 的 2 次方，当积分截断 kc →∞时，上述积

分 2 次发散.这是量子场论的→个典型的发散积分，是重正化要处理和讨论的

主要发散之→.

2. 连通 Green 函数

图6- 1 右边的三个 Feynman 图中，图 (a) 不可能分割成在拓扑上旦相独立

的几部分，称为连通国图 (b) 可以分割成巨相独立的两部分，图 (c) 可以分割

成三部分，都是非连通国.只含连通图的 Green 函数，称为连通 Green 函数吨而

含有非连通图的 Green 函数，则称为非连通 Green 函歇.在实际散射问题中，

有意义的只是连通图和连通 Green 函数，

定义和公式从 Green 函数 G(Xl γ.. ， Xn ) 的生成泛函(第 5 章 (145) 式)

Z [J] =各 Jdx) 由nG肌 h川
可以定义 W[J].

Z[J] = eiW [J), 

亦即

iW [J] = ln Z[J]. 

可以表明

W[J]= 主!号子 dx).. .dxnGc(町 ，..'， X占叫叫Z句ωXn )J川n )Jμ川J

是连通 Green 函数 Gc (Xlν嘻... ， Xn川)的生成泛函.有公式

(30) 

(31) 

(32) 

(33) 

i 05 n W[J 
Gc(Xl' … Jn)=|.(34) 

jn 05J(x))... 05J(xn ) IJ=o 

注意有的作者把 Green 函数的生成泛函记为 W[J ]， 而把连通 Green 函数的生成

泛画记为 Z[J] ， 与这里的符号正好相反①.

2 点连通 Green 函数由公式 (34) 和 (32)，就有

i 05 2W [1 J I _ (05 1 05Z[J] 1 
Gc(z,u)=|={} 

问J(x)05J(y) IJ=o t i05J(x) Z[J] i05J(y) J .1=0 

①例如 P. Ramo时， Field Th四吼 A Modem Primer, BenjarninjCummingB. 1981 , p.94 
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=(IWlsz川 1 ó
2

Z[J~(y) } 一一一一二 、

Z2[J] ióJ(x) ióJ(ν) . Z[J] i2óJ(x)óJ(y) J J=O 

= -G(x)G(ν) + G(x. y) = G(.r. y). (35) 

其中 G(x) = G(的= Q. 这表明 2 点 Green 函数就是连通 Green 函数.从 (25)

式可以看出，它确实是连通的-

4 点连通 Green 函数注意在 J=O 点 Z[O] = 1，利用展开式

iIVIJl=hlZIJl=(Z-1)-l(Z-l)2+1(Z 一 1)3 一 (36)
2' . 3 

就有

ió4 W[J 
GC(XI 川山)=川(町) : .l.-Ó

J

J(X4) I问

=(z;24 一 Z~与 Z~4 - Z~~jZ~4 - Z;/4Z~3)J=0 

= G( 1. 2, 3, 4) - G(I ,2)G(3 ‘ 4) - G( l. 3)G(2. 4) - G( l. 4)G(2. 3) 

=3=== +72主 + 24X + 

一3( 一一+ 12 一旦一+...)(一一+ 12 一♀一+... ) 

二 24X + (37) 

上面用到的简写符号是自明的.可以看出，非连通图都互相消掉了，最后得到的

Gc (1 , 2, 3, 4) 确实是连通的.

上述推导表明 4 点非连通 Green 函数等于 4 点连通 Green 函数与由 2 点

连通 Green 函数乘积构成的所有 4 点函数之和.这个结论是普遍成立的 n 点
非连通 Gr回n 函数等于 n 点i是通 Green 函数与由较低阶连通 Green 函数乘积构

成的所有 n 点函数之和而要求 n 点连通 Green 函数，只需画出所杏拓扑不同

的 n 点连通图，用 Feynman 规则写出每个图的解析式，求和即可.

6.3 S 矩阵及其性质

1. S 短阵

散射撮幅与 S 矩阵 在散射问题中，体系的跃迁振幅又称为散射振幅.设

t..... 一∞时体系的入射态为 |α. in). t →∞时体系的出射态为 |β‘ out)，则体系的
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散射振幅就是 (β.outlα ， in). 注意入射态属于初始时刻，出射态属于末了时刻，

|α ‘ in) = 1α. -(0). 1;3 .out) = jd. +叫 (38)

显然，入射态 {Iα. ill) }与出射态 {Iβ. out)} 分别构成完备组，是两个不同表象的

基矢.所以散射振幅(成 outlα. in) 是这两个表象之间的变换矩阵元，可以把它看

成是散射算符 S 在入射态或出射态之间的矩阵元①，

Sβ。= (β‘ illlSIα ， i l1) = (β.outlSIα ， out) = (成 outlα ‘ in). (39) 

而把 (Sßo) 称为散射短阵简称 S短阵.从上述定义可以写出

SIα.out) = 1α.in). Stlβ.in) = 1β.out) ， (40) 

所以 S 是入射态与出射态之间的变换耳符.

S 矩阵的性质上面引进的 S 矩阵具有下列性质g

·真空具有不变性，从真空到真空的短阵元为 1. Soo = 1.这是由于真空是
唯→的，

10,out) = e叫O. in). 

可以取 ψ= O. 即有

Soo = (0. outlO, in) = e -1'P (0. inlO , in) = 1. (42) 

·单位子态具有不变性，它的能量动量守恒. Spp' = ó(p - p'). 这是由于同样

可以写:1 1

Ip咱 out) = e'ψ Ip ， in) , (43) 

取 ψ= 0，即有

Spp'= 怡， out|p' ， in}=e-w(p咱 inlp'. in) = ó(p - p'). (44) 

.S 是立止的，它保持初态与末态的标量积不变，

(β. i l1 lSSt lα ， in) =恨， outlo.out) =句。=辛 sst = 1. (45) 

(13 , outlSt Sla , out) = (8. inlα ， ill) =句。=丰 sts = 1. (46) 

2. S 短阵对人射场与出射场的变换

人射场与出射场 按照图忌1 对散射过程的描述，现在来考虑 t → -c瓦时

的入射场 φin(X). t →∞时的出射场 φout(X)，以及一∞ <t< ∞时的相豆作用

①在早期关于徽射算符 S 有两种不同的定义.被假设是等价的.马仕俊首先指出这个假
设不自治，这是当时一个重要的发现，见 S.T. Ma, Phys. Rev. 87 (1952) 652. 
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场 φ(x) ，

t • -00 -x < t < 。也 t •+:XJ 

φin(X) φ(X) Oout(x) 

注意有些作者把 φin(X) 与 φout(X) 分别称为入场与出场.

场 φin(X) 与 CÞout(X) 满足齐次 Klein-Gordon 方程

(θ2+ 巾2)φin(X) = 0 ， θ2 +m2)φ'out(X) = 0, (47) 

从而它们产生或消灭具有质量 m 的粒子和反位子(见第 2 章 (10) 式)，

仇ω叫n叫ιω(归例Z叫)=/川

叫Z叫) = /州
另一方面，场 φ(X) 满足非齐次 Klein-Gordon 方程

。 。 βι
(8" +m")φ(X) = 瓦 (50)

其中假设 ι1=ιI(CÞ). 于是， 一θιt!θφ 是场的源， φ(X) 的推迟或超前解可以分

别用推迟或超前 Green 函数写出(参考第 5 章 (169) 式) . 

仲)= 仇n(X) 一 f 句灿叫A句削R副(川)川川K扪川(ωy)øφ仰(ωU

= 叫)- / 句帆A弘A(X卜川川-才训νω川)川川K町州(ωUω川川)问川灿φ叫州州(ωωU川) 仍1 ) 

其中 K(x) 为 Klein-Gordon 耳品

K(x) = θ3+m2 (52) 

弱渐近条件 (51 )式意味着可以取算符渐近条件

φ(X) t之二Fφin(X). φ(x) t工土Fφout(X). (53) 

这称为强渐远条件.不过这个条件在实际上不能用，因为它给出下列因果条件

[tþ(x). φ(y)] t工二?"[φjn(X). φin (ν)] = ið(x - .11), (54) 

lφ(x) ， φ(y)] t-:.土f' [φoudx) ， φout(ν)] = ið(:r - .11). (55) 

这意味着没有根E作用.恰当的渐近条件是Lehmann 等人发现的下列坦阵元关
系①

(;31φ(x)1α) t-:.二?" (;3 1φin( .z: )1α). (56) 

(;3 1φ(x)1α) t-:.土fO (β|φout(x)1α) ， (57) 

这称为弱渐远条件，其中 |α) 与|圳是 Hilbert 空间的任意态矢量.

( H. Lehmann , K. Symanzik, & W. Zimmermann. l' Nuovo Cirnento, 1 (1955) 425. 
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对于平面披场和单位子动量本征态|时，有

(01φ(x)lp) t-:.二俨 (01φin(x)lp) = Ce-啊， (58) 

(01φ(x)lp) t工土f' (01φout(x)lp) = Ce-ipx , (59) 

C 为归一化常数.这意味着如果单粒子初态与末态的归一化相同，则入射场与

出射场的归→化也相同.

S矩阵对人射场与出射场的变换把(40) 的第一个公式运用于入射态仇nlα ， ill) 

与出射态。out 1α ， out)，可以给出

Sφoutlα ， out) =φinlα ， ill) =φinSIα ， out). (60) 

由于 |α.out) 是任意的，所以杏

SφoutφinS‘ (61 ) 

亦即

φin = SφoutS-I. (62) 

运用 S 对入射场与出射场的变换，还可证明它的→个重要性质 S 在相对

论变换下不变.相对论变换是指 Lorentz 变换再加上时空平移变换，即 Poincaré

变换(第 1 章 (25) 式)

f • x l.' =巾11 + lJI' 

若 U 是引起相对论变换的么正算符，则有

φ叫x') = ιrφ叫x)U- 1 = U8φout(X)S-lU- 1 

= USU-1Uφout(x)U-1U 8- I U- 1 

= USU- 1φout(x')U 8-1U- I
• 

与 (62) 式比较，就有

USU- I = 8. 

6.4 S 矩阵的计算公式

1. S 与 Z[J] 的关系

(63) 

(64) 

(65) 

SU[J] 的方程在拉氏宿度中引入外摞项 Jφ，生成泛函就可写成(见上一章

(112) 式)

Z[J] = (0IU[J110) , (66) 

其中

U[J] = TeifdxJ( .z:)<f>(.z:). (67) 
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求它对 iJ(x) 的泛函微商，有

在其中代入 (51)式，就有

[.1 ] 
一一一 = T{φ(xlU [J ]). 
ibJ(x) 

bU[J] _ rrr T1-,- 1_\ LI..^_I_ ..\L.-I..\bU [J] 一一一 = U[J] rÞin(X) - I dyßR(.c - y)K(川一-一ibJ(x) - ,- J-""-' J -",-".- õ"-' , .. " ibJ(y)' 

bU[J] _... I_\rrr 11 ( ..I..^ 1_ ..\ 1.'1..' bF[.J] 一一一 =φout(x)U[J]- I dyßA(.r - y)K(yl~c"rl;' ~ ibJ(x) ~"u ，，-r ,- J J -"'-~，- "".. ''''' ibJ(y) 

两式相减，井边意 ßR - ßA =~.就得到

r .J. ,,_ . ".'/. , bU [.J ] 
φout( :r )U [J 卜 rr[J]φ川r) = i I 句句r-y爪:(y) 一J"'-'- .7'-- ''''' bJ(y) 

两边乘以 S. 注意 søouts- J =φLn'就得到下列关于 SU[J] 的方程

[<Þin(X). SU[J]] = i r dyß(x - y)K(y) c 1~. ， SU [.J] J -.7-'- "',-- ,.71 bJ(y) 

由于 U[O] = 1.只要解出了 SU[.J]. 就可以得到 S.

111 

(68) 

(69) 

(ìO) 

(ìl) 

(ì2) 

SU [.J ]的解 为了从方程 (ï2) 解出 SU[.J]. 可以利用 Ba.ker♂81J1 pD(' 1I-

Hausdorff 公式

eBAfB=A+lBAl+jlBlBAll+ 

当 [A ， B] 为 c 数时仨成为

[A. (,B] = [A. B] eB 

若 [A， B] 和 [A.C] 都是 c 数，还有

(ï3) 

(ì-4) 

[A.eBé'] = [A.B+C] eBfF. (ï5) 

把场量写成正频与负频项之和， Óin(X) =φiJ)(I)+φ(f(r). 运用上述公式.就
有

[机μφ叭h川I山叫n川(归x). eJ(ρj户μd叫i

=/户μd句U川向阳州川叫n川巾ω(ωω(y)]J川)
)川川胁脚f川扣川(μ川ζ叫) ‘. = i/d句仙忡U灿ß(.z:-才训训训U川ω川)J川f川灿阳(ωωUω) e .l川川j川忡川叫d由ω叫z呻叫o叫ιU川川;ζr川川-)川川川}气)(z)归川z刘)叫叫 (μ川叫州川3斗圳州叭川

其中 f(x) 是待定函数.负频项是产生算符，正频项是消灭算符，所以有
d 叫}气U怕l(z)f(归川川阳z刘圳圳)ν川川f川(z)eνf户μ川叫，1巾ω叫Iz旧叫z呻叫曲叫仙;

[扣机φ哟阳i阳n(刨z叫)‘川叫M叫(←eI d们ω叫…z忡叫呐叫川φ仇ø1n叫t川川叫11川山川川叫，(μ川叫{μ川叫川z川时川}旷叭f们仲削叫(μωz叫才)}川] = i/ d句仙Mρ!l (υZ 一 ω叫川f川川(ωU川 (•eJ dZ 4>, n(z)f(z)} 

(ì6) 

(ïï) 

(ï8) 
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其中 λf{A} =: A: 是对算符 A 取正规乘积(见第 2 章 (57) 式).把上式与 (72) 式

对比，就得到

f(z)=K(z)-i- , (79) 
óJ(X) 

叫J←l忏=N叫{ef川d缸ω叫叫叫z呻叫叭叫φ仇阳州1阳叫a川(x)f(x剖l}F[J]μ川J叫←]=N叫(卢h叫(忖叫z

其中 F盯[J扑] :是是 J 的待定泛函.求上式两边在真空态的平均，注意对任何算符 A

都有

(OIN(eA )lO) = 1, (81 ) 

就有

F [J] = (OISU [J]lO) = (OIU [J ]IO) = Z[J]. (82) 

于是得到

S叫U叫[川J叫←l忏=N叫{ef川d缸邮叫肌叫z呻叫叭φ叭h州In叫n川(x)K(x)由 }阳Z纠[川J扑].附臼m) 

S 的约化公式和 n 槌子矩阵元在 SU[川J叫l 的上述解中.取 J=O， 就得到

S仨=N叫{ef由ω叫仇叫φ仇h削i阳叫B川(x刘州川)川K

后一等式是泛函运算的简写形式.这是从生成泛函 Z[J] 来计算散射矩阵 S 的

公式，通常称为 S短阵的约化公式.注意Iþin 是自由场算符.

这个公式可以改写成

S= 汇 S(町，" ., xnL (8.5) 
n 

S(Xl ,… ,Xn ) = 土λ忡忡in iK土fZ[J] ~， (86) 
l 飞 ib.J J - ,- J J J=O 

S(Xl ,…, Xn ) 称为 n 拉子 S 短阵元.从上述公式可以看出 n 鞋子 S 矩阵元

包含 Z[J] 对 iJ 的 n 阶泛函微商，亦即包含 n 点 Green 函数 G(Xl …" xn ). 对

Green 函数的每个点 X， 要用 Klein-Gordon 算符 iK(x) 作用.然后，在这个点 I

还要乘上算符 φin(X). 于是 n 粒子 S 矩阵元就是

S(Xl ,'" ,Xn ) = N II lþin(Xm) iK(xm)G(町， .. . , x n ). (8i) 
m=l 

其中乘积的 n 个因子有 n! 种不同的排列顺序，与 (86) 式中的因子 n! 正好相消.

从 Feynrnan 图来看 n 点 Green 函数 G(町，… ， Xn ) 是一个实心圆斑伸出

n 条线段，每个点 z 有一条，对应于一个传播子 iAF{X - y). 用算符 iK 作用的

结果，成为一个 6 函数，

iK(x) iAF(X - y) = b(x - y) , (88) 
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这相当于消去了该点的线段.再在该点乘以 Øin(X)，可以用从该点引出的一条线

段来表示.于是，从最后的结果看 n 位于 S 短阵元 S(Xl ….， Xn ) 的 Feynman

圄与 n 点 Green 函数 G(Xl ….， Xn ) 的 Feynman 国一样.计算 n 位于 S 短阵

元，实质土就是计算 n .~、 Green 函数.

由于自由场 φm 联系于外在的物理环境，所以表示它的线段就称为外线.相

应地，我们把 Green 函数民ynman 图中的对应线段也不加区分地称为外线.以

下是对 S 矩阵元的 Feynman 图补充的一条规则=

·外线规则:有一个自由端点的外线，表示自由场 Øin.

2. S 的微扰展开

公式的推导在 S 的约化公式 (84) 中代入生成泛函 Z[J] 的公式(时，

Z [J] = NeiC\(6/i6J)Zo [J] = Ne山(6/i6J)e- 吉 Jt::>'FJ (89) 

就有

S=N{川台}NeiQWiMdJAFJ|J=o

=N{Ne叫川e4>la K台 e-PtJ. FJ}问 (90) 

注意正规乘积算符M 只对场算符 φin 作用.花括号中后两个因子可以进一步化

筒.由于

KØin = 0, KAF = 一 1 ， (91) 

所以

Øio K土 I (iQ>loJ)ne才JtJ. FJl5J L ,-nu- J -

= [叫i<ÞioJ)n-1iQ>ioKø川 (iω)nφinK(-ω)]e-!山

= (i仇nJ)n+Ie-SJAFJ ， (92) 

从而

川台 e 川J= 汇丰(φd￡)ndJAFJ

=γ坠n!)n e-P tJ. FJ = é1'laJ-P tJ.FJ. (93) 
n! 

于是有公式

nu -­,
d 

、
E

‘
，
E
J

Fd ,,
d 

nF 队

A

zhz h川

L

川
H
B

IJAv eo---JHe u= aiu f
t
L

门
J

UAU =umw sz 
(94) 

(95) 
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其中已经略去生成泛函的归一化常数 N， 但要记住在 Feynman 图中舍去真空

图.注意上述公式与推导都采用了泛函运算的简写形式.

微扰展开场的相互作用由 Cl 描写.气相瓦作用可以叫作小量时 8 可以

按白的事次展开. [È公式 (94)，可以写出

5 =汇5n ， (96) 
n 

S" 叫去 [iCI(￡)lnziquJlLO (9;) 

5n 称为 S 短阵的 n 阶徽扰.上述公式就是 S 矩阵的徽扰公式.8 矩阵的。阶微

扰是单位矩阵，

So = Z[Øin. J]J=o = 1, (9削

徽扰白的 O 阶对散射元贡献.

S 矩阵的微扰公式 (97) 与约化公式 (8.t) 是等放的.用它们讨论相臣作用对

散射的贡献，都需要知道白的具体形式.考虑 d 模型，

马(土) =-i主(土)4 (99) 
ibJ J . 4! \ ióJ 

在微扰公式中，这是作用于 Z[φin ， J] 的泛函微商运算.所以 o~ 模型 S 矩阵

徽扰展开的 Feymnau 圈，每一阶贡献一个顶点 -iλ/4!‘切去 Z[φin. .J]圈中的 1

个外源)( (i.J). (95) 式中 iφ1II J = 一一‘足一端带惊的外线 -i .J~F .J =•--­
是两端带惊的传播线，所以 Z[Oin. .J]的 Feynmall 固可以展开成

Z[<Þin ,.J] = e→+一=冯(→+一)rn

= (l )rn=() + (→+一)HAJj(工 +2二+口) "1=2 
1/__ __ __ _税、

+云 1-- +3-• +3••+••+… 
。飞-一- ----，.一-/rn=3

) l ( ) { TA ( 

S 矩阵的一阶微扰 51，巾上式中包含 4 个外惊 x 的图生成.外瞟少于 4 的

图，对外源求 4 次泛函微商等于 O. 外源多f4 的图，切去 4 个外惊后再令 .J = (). 
也等于 O. 可以看出 m = 2 的第三图给出一个相连成圈真空图 m = 3 的第

二图给出一个蝴斟图， 111 = 4 的一个图(未画出)给出→个简单顶点图.真空[引

对 S 矩阵元没有贡献，所以

51 =α立 +bX ' (101) 

其中第一项是 2 粒子 S 矩阵元，第J项是 4 粒子 S 距阵元，都只穿/1 1 阶微扰，
包含一个顶点. 。相 b 是相应图形的对称系数，就不具体写出.
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又如 S 矩阵的 2 阶微扰，具有由两个顶点构成的 Feynma.n图，如图6-2 所

示.冥中第一个图是真空图，考虑 Z[J] 的归一化，就把此图舍去.接着的三个

图是两点 S 矩阵的 2 阶微扰，再接着的两个图是 4 点 S 矩阵的 2 阶微扰，最后

一个图是 6 点 S 矩阵的 2 阶微扰.图中在两个顶点之间的传播线，又称为内线.

这里没有画非连通图，它们对散射过程无贡献.

9 0 ♀♀立实( >=<头〈
回6-2φ4 模型中 S 矩阵的由 2 个顶点构成的 Feynman 罔

在微扰公式 (97) 中有一个因子 l/n! ， 而算符[叫击)r 会生成 n 个顶点
这 n 个顶点共有时种排列，都给出拓扑等价的圆形，它们对 Sn 的贡献相同.

所以，只考虑拓扑等价图，就可去掉因子 l/n!.

6.5 n-N 散射振幅

1. 唯象模型和拉民密度

锥力的唯氯模型和 Yukawa 理论核子之间的相亘作用，称为核刀.核子

是由夸克构成的，核力的物理基础是夸克之间的相互作用.在低能范围，可以略

去核子的结构，不考虑核子内部态的激发，把它与作一个简单粒子.在这个近似

下，核力就是两个核子之间交换介子的结果.用核子之间的介子交换来描述核

力，这就是核力的唯象模型.在低能范围，在核子之间交换的主要是 π 介子.用

π介子的交换来解释核力的唯象理论，就是核力的 YukaW8. (汤川秀树)理论，是

YukaW8.于 1935 年首先提出的. π 介子是质量最低的介子，它描述核力的民程

部分.所以 YukaW8.理论是低能核力的唯象理论①.

模型拉氏密度 核子 N 是自旋 1/2 的 Fermi 子，属于 D让缸场，有质子 p

与中子 n 两个电荷态，
、
、-
t
z

，

F
/

pn 仙
V

仙
V

/
，
，
『
'
'
飞
飞

一
一

仙
V (102) 

这属于同位旋现重态. ψp 描述质子的消灭或反质子的产生， ψn 描述中子的消
灭或反中子的产生.

①胡宁对核力的介子场论做过很有影响的主作.见 J. M. Jauch and Ning Hu, Pbys. Rev. 

66 (1944) 2曲.幸U W. Pauli and N. Hu. Rev. Mod. Phyt.. 17 (1945) 267 
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π 介子是自旋为 O 的跚标量 Bose 子，属于 Klein-Gordon 场，有 π+ 贺。和

饨-三个电荷态，用同位旋矢量

φ~(~) 
来描写， 仇是实跚标量.定义

φ士=去(川白)， cþO =化 (104) 

φ+ 描述 π+ 的消灭或 π- 的产生， φ- 描述 π- 的消灭或 π+ 的产生， φ0 描述

州的消灭或产生.

于是， 怀N 场的拉氏密度可以写成 ι=ι。+ CI. 

ι。= CN + Cπ ， ζ=ζ霄N = -ig1þγ5Tψ·φ， 

ζ霄 =j(θμ的一吟的
(105) 

(106) ζN=ψ(iγμθμ- mN )ψ ， 

完整的拉氏密度为①

ι仨= 1þ(i川i

注意其中 cþ2 = φ .cþ = ~艺二.φ仇tφ衍t们， T' cþ= ~艺二‘J川Tη'呻φ衍.们， T 是同位旋空间的 Pa.uli 矩阵，

I 0 1 \ I 0 -i \ (1 0 \ 
η=1--1 ， T2=1- -1 ，巧= 1 

- - 1. (108) 
\ 1 0 I \ 0 I \ 0 -1 J 

上述 ζI 所描述的精合称为 Yuka.W8.辆舍，1þ俨Tψ 中的俨使得它是普通空间的朋

标量，而 T 使得它还是同位旋空间的矢量，与￠的转动性质一样.这就使得拉

氏密度在普通空间和同位旋空间都是标量.把 ι霄N 具体写开来，有
ζ霄N = -iv2g(1þp俨ψnCÞ+ +亨n')'5ψp扩) - ig(1þp俨ψP -1þnγ5ψo)cþO. (109) 

可以看出，它是电荷守恒的.这是 ι州具有同位旋空间转动不变性的结果.若

考虑7t+p 散射，则第二项无贡献，

如p= 一 iv2g(1þp ')'5ψnCÞ+ +孔γ5ψpφ-).
) nu --A '-A ( 

2. S 矩阵11其微扰展开

生成泛函 π-N 系统有 3 个强立场量 cþ ， ψ ， 1þ，相应地引入 3 个外源 J‘汗，
η. 无相互作用时，自由 π 介子场与自由核子场互相姐立，总的生成泛函等于各

① J.D. 比约青 S.D. 德雷尔<<相对论量子场) .汪克林等译，科学出版社. 19剖. 101 
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自的生成泛函之积，

Zo[J， 可， η1 = z.霄 [J ]ZN[哥， η1 = e-!Jð.pJ-i苟Spη(111)

相互作用 ι甜把饵介子场与核子场桐合起来，生成泛函成为

Z[J， 可， ηj = Ne 9帚"(5"'rf胃击 e 吉 Jð. pJ-ïijSpη(112)

注意 -ó/ióη 是 Grassmann 变量的泛函微商，它作用于外摞项 i1þη 应给出石，所

以有一负号.

S 短阵的微扰公式与上述生成泛函相应地 S 矩阵的微扰公式为

S=N叫(←e 9帚仲"(5哺击 Z[队仇伽n肌川川，1þψ叭In ，1þι平瓦1川h

这里下标 O 表示最后取 J= 可 =η=0，而

Z[φ10 ， ψin ， ψIn;J刃， ηj = z.霄 [φin.JjZN[ψm.ψ山吼叫

(113) 

= elφInJ - ! J ð. pJ ei iþ'lnη+i可ψIn- I苟SFη(114)

标量场马[φin ， Jj 的结构单元是带源外线 i<Þln J 和在两个源之间的传播线

-iJAFJ， 这在上一节末尾已经讨论过.在这里要注意的是，场量 φin 是同位旋

空间的矢量，有三个实分量.相应地，外源iJ也是同位旋空间的矢量，有三个

实分量这在讨论具体问题时需要考虑.

旋量场 ZN[ψin ， tþin; 可.η] 的结构单元是带源外线 i1þinη 和 i可ψin，以及在两个

源之间的传播线一i可SFη. 注意这里有两种外源 iη 和坷，两种外线石10 和 ψin，它

们都是 Gr监smann 变量，交换乘积次序要变号.

图形规则在 5.5 节末尾已经指出，为了区分粒子与反粒子，需要规定传播

线的方向.根据 Dirac 传播子的关系

iSF(X - y) = G怡， ν) = (017ψ忡忡(y)IO) = ν一-X， (115) 

规定传..线的方向从 U 指向 x， 亦即从1þ(ν) 指向 ψ(x). 于是， 沿线段方向传播

的是缸子，逆线段方向传播的是反位于注意

-i阳=J问川由削叫叫句蚓ν!附i巧可
亦即在两个摞之间的传播线一→i坷巧S岛Fη 是从源 i均η4指旨向源 i坷巧.与此相应地， 规定带

撮外线 i1þin17 的方向是从源豆、向外巧ψin 的方向是指向源点，

i1/Jinη = ，.一←一 (117)

ifi1þ in =一_. (118) 

于是，与传播线相同， 沿外线方向传播的是位子，逆外线方向传播的是反梳子.

此外，发射外线的源是 iη. 吸收外线的源是 i巧.由此，即可根据线段的方向
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判断外源是 iη 还是坷，而不必在图形上加以区分，

iη. i污= )(. (1 19) 

为了区分标量场与旋量场，改用虚线来表示标量场的传播线和外线.于是， 附

着在虚线..L的 x 是外源 iJ. 附着在实线..L的 x 是外源 iη 或 i可.

归纳起来，对 Dir配场的 Feynman 图有以下规则:

·外线规则:射出的外线表示自由场1j'in' 射入的外线表示 fi 内场 ψ1".

.外源规则:射出外线的摞是坷，吸收外线的惊是 i可.

• i巳反位于规则:沿线段方向传播的是粒子，逆线段方向传播的是反粒子.

π-N 顶点现在可以用 Feynman 图把 (114) 式表示成

Z[侃， ψ酌1þin; 厅， η]=e……--)1+←…·x eF←一+一+→+←←-<< (120) 

这就表明• Z[φ10 ， 1/Jín , 1þín ; J， 可.ηl 的图形是由下列 5 个基本图形的各种幕次相乘

构成的无限多个图形系列之和，

一'一--凡 怯…--~. 如+一一. 一+→-←-. (121) 

注意泛函运算包含对时空坐标的积分，所以上列图形的拓扑等放图是相同的.

例如一…---)1与它的左右镜像图 x一…一相同.

另一方面，在计算 S 矩阵的 (113) 式中，作用于 Z[φin ， 'l/Jin , lþin; J， 巧， η] 图形

的算符为

e哺 ì'5 T南击 =γ !.Jn兰-y5 r土土γ
气f n!Vi句何i6J J 

第 n 项给出 S 矩阵的 n 阶微扰 Sn. 注意算符
-6 6 6 
一一一γOT--一-一-一 (1 23) 
iõη(x) 1 • 

iõ可(x) iõJ(x) 

对图形的作用是在同一点 z 切去外源 iη， i哥和 iJ ， 和在这种计算完成之后令所有
的外源为 0， iη=i可 = J = O. 于是，所得到的 S 短阵的图形只包含各种外线和

传播线，而不含外源.

根据以上分析，在 Z[φ山， ψ酌石山式哥， ηl 的图形中，对 l 阶微扰 Sl 有贡献
的图是

(122) 

....._--…x 

排-­. 
IC 

(124) 

川

=叫d由Z仇ωE瓦1þín 仕例)忡γ例川山巾z川) 广 ( 125) 
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上式的图形，是两条核子线与一条介子线相会在一点，这件为 π-N 相互作用顶

点.图形显示， 梳子线在顶点是连续的，一条射入，另一条射出.这是 Dirac 场

在相豆作用 ζl 中以 7J'-.. .1j>的双线性型出现的必然结果.

对这个顶点的 Feynm80n 图，根据不同的初始条件，可以作不同的物理诠辑.

可以诠释为核子或反核子在顶点吸收或放出介子，或诠释为核子与反核子在顶

点相会转化为介子，也可诠释为介子在顶点转化为幌子反核子对.

这个顶点描述了介子场与核子场的桐合，是7t-N 系统 S 短阵 Feynman 图的

一个主要元素.事实上， π-N 系统 S 姐阵的 Feynman 图可以由核子外线、介子夕|、

线、棋子传播线、介子传播线和相旦作用顶点这 5 种结构单元构成.根据前面叙

述的图形规则和顶点的上述特点，可以表明，在 S 挂阵的 Feynman 围中，按于线

是连续的，不会中止于围内一点这在物理上表示2 核子数守恒，不会臼生 n~反.

s.π-N 散射的跃迁振幅

π:-N 散射的 Feynma.n固 π-N 散射过程分别有一个介子和一个核子入射与

出射，相应的 Feynma.n图共有 4 条外线，至少是包含两个顶点的 2 阶微扰，如

图6-3 所示.虽然都是 π-N 散射，但这两个图的物理诠释不同.约定入射方向

JA左向右，则 (80) 图可以诠释为核子先吸收入射的介子，然后把它放出.而 (0)

图则可诠辑为核子先放出介子，再吸收入射的介子.两个顶点之间的连线林为

内线，代表传播子.实验只能观测到外线粒子.内线所表示的粒子不可能被观测

到，是虚位于.注意若约定入射方向从下向上，对这两个图的诠释就颠倒过来.

(a)什I (b) 

图6-3π-N 散射 2 阶 Feynrnan 圄

π:-N 散射的高阶微扰，包含 4 个以上的顶点，图6-4 给出了一些例子. (80) 

图包含对核子外线的修正， (b) 图包含对介子外线的修正， (c) 图包含对核子内

线的修正， (d) 和 (e) 图包含对顶点的修正， (f)图相飞于对两个顶点以及它们
之间内线的综合修正.这些都是连通图，非连通图对 S 短阵无贡献.

可以看出，虽然没有进行具体计算，只是通过对 Feynma.n图的分析，我们

已经费得了一些直观和定性的概念.所以 Feynm80n 固不仅只是简化书写的技

巧与方法.由于对图形所赋予的物理诠释 Feynman 图为我们提供了一种直观
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和物理的思维方式，成为我们物理直觉的一部分.在分析 Feynman 图的基础上

提出的一些近似，具有很强的直观与物理背景，往往可以当作一种物理模型来

看待.

(γ飞

(d)户一\

O 
(b)产「\

飞7

(e) 

/川\

ω产{\

(f)户口\

图6-4 7t-N 散射 4 阶 Feynman 图

、、. k 
、‘、

p 

、
、

x 

l' 

q 

、 k'
、

图6-5π+p 散射 2 阶 Feynman 图

呢+p 散射摄幅 现在来具体讨论

低能7t+p 散射.考虑 2 阶微扰，这时

图6-3(a) 无贡献，因为顶点电荷守↑重

要求内线棋子是 N++，这并不存在.设

质子与饵+介子初态四维动量分别是 p

与 k， 末态是 p' 与 k'. 在 Feynman 图

6-3(b) 中标出数值，就是图6-5. 图中

还标出了两个顶点和 4 条外线的时空

坐标 Z 与 ν.

现在来求与 Feynman 图6-5 相应的 S 矩阵元.散射初态与末态分别是(见

第 2 章 (40) 与第 4 章 (170) 式)

li) = alc~~IO). If) =α/C'弘， 10) ， (126) 

注意这里取箱归一化，基态 10) 与这两个态都是归一化的.所要求的矩阵元是

SÁ2) = (fIS2 Ii) (127) 

根据图形规则，仿照 (125) 式，按照从末态往初态的顺序，可以写出

岛 = (.;2g阳f川UFF)(的匕)(x川一州r俨)叫)ω (128) 

其中场算符都是自由场，正频部分是消灭算符，负频部分是产生算符.为了简化

书写，省去了表示入射场的下标且这里相互作用取 (110) 式的 ζ饵坷，已经写成

同位旋分量的形式，所以不出现矩阵 T， 但相E作用常数为 .;2g. 在上式中已经

略去场算符中的反质子和饵-介子部分，它们在这里的初末态平均为 0，对所求
的矩阵元无贡献.
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注意 (128) 式对场算符取正规乘积后，产生算符移到了丘边，向左作用于末

态，消灭算符移到了右边，向右作用于初态.取箱归一化，入射介子外线表示的

自由场为

02)(Z)=z注Fγalc e一 ikx

其中川ω均呵=丙忑丐i 它作用到介子初态后成为

(129) 

巾)αllO) =布e-ikx 10). (130) 

入射介子外线对 S 矩阵元贡献一个平面波因子 e-ik:r/V'2W二?同样地，

(Olalc'ø~~)(y)=(Oleik' \I ~， (13 1) v2wn V' 

出射介子外线对 S 矩阵元贡献一个平面注因子 eik' \I /V'2W二V.

类似地，取箱归一化，入射核子外线表示的自由场为

W)(U)=YTL节快咿 {)e- i叭 (口2)
v::ZμωpV 、

其中 ωp= 卢可它作用到核子初恋后成为

ψ(+)(U) 也 10) =丁L韦咿. {) e-iPl/ 10)，口3)
.... w , p C;" '112ωpV 

入射核子外线对 S 矩阵元贡献一个自旋平面波因子 u(p. {)e- ipy / J2ulp V 同样

地，

(01 俐，可)(x) = (01 u(p' ,{') ei卢 τ­'1/ '"ω'pV 

出射核子外线对 S 矩阵元贡献一个自旋平面波因子 ü(p' ， 可 )eip'X / J2丐?

(13 -1 ) 

在上述结果中.初末态平面被因子都有一个 1/V2wV. 它与动量空间粒于产

生消灭算符的定义和归一化有关，这里是取箱归一化的结果.若取连续i普归一

化 v 就换成 (2宵)3. 它还与动量空间 Dirac 旋量 U 与 U 的归一化有关，不同作

者的选择不同，结果也就不同.我们把它称为归一化常数，从平面搜因于中分离
出来.

于是，在 (128) 式中代入上述各个结果，和 Dirac 传播子 iSF(X 一 ν) 的平面

被展开式(第 5 章 (179) 式)，就有

#铲) = (啕命句)2 J尸尸2尘f王旦姐且 t川川Xe-→4卅+仙…i叫阳惭川川(印伊川川p-川川-斗州k们k')y叫叩咐屿阳炯叫否矶仰叭(ωp
(2 霄叫)4

= (/2g咐q(如)4 l)4 (p' _ k _ q) l) 4(川 - p)NfiU(P'.{')γ54-JP+iju(PE) 



122 6 散射搬幡与Feynm阻图

=-i川4怀 Pï)圳机')~'u(p ，{)研垃 (135) 

其中 Pr = p' + k' 是末态 4 维动量， Pï =p+k 是初态 4 维动量，而 N且是初末

态总的归一化常数，

N屿←H户=丁二E瓦2w瓦二丐;Lι霄bννp'JτTJ'
写出 (υ135町)式最后一步时，先用等式

(136) 

(í + m p)(' - mp + ié) = q2 - m~ + ie (137) 

把 Dira.c传播于的分母化成普通的 C 数，再用?短阵的性质和动蛙空间的 Dirac

方程(第 4 章 (62) 式)

clí - mp)u(p,{) = O. (138) 

动量空间 S 矩阵元的民ynman 规则从上述计算可得动量空间 S 短阵元

的 Feynman 规则如下s

·介子外线:每条介子外线贡献一个因子1.

·核子入射外线:每条核子入射外线贡献一个因子 u(p，{).

·棋子出射外线:每条核子出射外线贡献一个因子 ü(p，{).

·反核子入射外线:每条反核子入射外线贡献一个因子否(p，{).

·反核子出射外线:每条反核子出射外线贡献一个因子 υ(p，{).

·介子内线:每条介子内线贡献一个因子 i~dk) = i/(k2 - T日三 +iε)，最后对

内线 4 维动量 k 积分井除以 (2霄)4.

·核子内线:每条核子内线贡献一个因于 iSF(q) = i/ (f - ffip + iε) ，最后对内

线 4 维动量 q 积分井除以 (2霄)4.

·叹-N 顶点:每个怀N 顶点贡献一个因子 g(如)4Ó4 (艺 pih5T ， 其中 ó4 (艺 Pi)

表示在顶点能量动量守恒.

·归一化常数:初末态的每个粒子，对归一化常数贡献一个因子 1/ v'2wV.

注意有的作者不把归一化常数分离出来，而是把 1/ v'2wV 合并到各个外线
因子中.

需要指出，对内线 4 维动量 p 的积分，时间分量 pO 与空间分量 p 是豆相础

立的，不必受自由粒子动质能关系

(pO)2 _ p2 = m2 (139) 

的约束.这个自由粒子动质能关系给出了 4 维动量空间的一个 3 维曲面，称为

植子的质壳.从传播子的表达式可以看出，在质壳上内线传播子取极大，因而对

S 矩阵元的贡献最大，亦即对跃迁振帽的贡献最大，相应过程的概率最大.离开
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质壳越远，相应过程发生的概率也越小.

这种不满足自由粒子动质能关系的粒子，是发生在过程内部不能直接观测

的虚植于.这种虚鞋子民存在于一段有限的时间，由于时间能量测不准关系，使

得它的能量动量不严格限制在质壳上，而是离壳的.

注意在每个顶点都有能量动量守恒，所以在完成对内线动量的积分后，最

后有一个总的能量动量守恒因 r (2宵 )4Ô4 (Pr - Pï)， 如 (135) 式所示

6.6 散射截面

1. 跃迁概率

反应矩阵与不变振幅 (98) 式表明 ， S 短阵的 O 阶近似为单位姐阵， So = 1, 

真正与相互作用引起的散射宵关的是 S -1 ， 可以写成

S = 1 + iR. (140) 

这样引进的 R 称为反应矩阵. (135) 式表明，可以把 R 的矩阵元一般地写成①

Rfj = (fIRli) =一(如)4Ô4 ( Pr - Pï )Mf!. (141 ) 

这样定义的 Mfj 具有 Lorentz 不变性，称为不变抹幅，又称 Feynman抹幅.描述

不同初末态之间的跃迁.出意不同作者的定义可以差一个正负号②.为了叙述
和书写方便，有时把其中的归一化常数分离出来，写成

儿知 =N且Mfì.

对于叹+p 散射. (135) 式给出的不变振幅为

ïi(p' , {')fu(p , {) 
儿1H = 2a2

NH 
-J _.u 2pk' 一 m主

(142) 

(143) 

跃迁事初态与末态不同时， (fli) = 0，系统从初态 I i) 跃迁到末态 If)的概

率为

Wfj = IRfì l2 = (2叫8Ô~(0)Ô4(Pr - Pï )I M fìI 2 . (1 4-1) 

注意其中
r d4 x TV 

(0)=iim l--ftkz= lim 一一 (145)
• ô J (2叫4 - T，V→∞ (2宵)4

①王正行<<量子力学原理>> ，北京大学出版社 2∞3 年， 204 页.
②例如 M.E. Peskin and D.V. Schroeder, An Introduction to Quantum Field Theo吼 Addison­
W国ley， 1995. p. 剧，和 S. Weinb吨， The Quantum Theory 01 Field.s J, Cambridge, 2002, p. 1l7. 
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T 与 V 分别是散射经历的时间与存在的空间.于是，系统在单位时间内发生跃

迁的概率，即系统的跃迁牟为

R=JE乎 =AV(2宵)4Ô4 (Pr - ~)I地 1 2 . (146) 

对韧态平均对末态求和在实验上，比如用叹+介子束轰击质子的实验，靶

中各个质子的白旋不同，计算时需要对它们求平均.此外，用来探测散射粒子的

探测器，记录到的是在一定立体角内的出射粒子，末态能量动量有一定范围，不

是确定的值，对位于自旋也没有测定.所以在计算时，还要对末态能量动量在→

定范围内求和，并对末态自旋求和，才能与实验测量进行比较.这些计算简称为

对初态乎均对未态求和‘用符号艺表示.所以，能够与实验测量进行比较的平均

跃迁率是

Pfi= 汇 Pfi= 艺 V(2宵)4Ô4 (Pr - ~)IMfiI2 ， (147) 

记住最后要取 V • OC. 

对于叹+p 散射，对初态质于自旋￡求平均，对末态 π+ 介子动量 kl 和质子

动量 p' 以及自旋 {I 求和，就有(参阅第 2 章 (23) 式)

一 1 r-- r Vd3k' Vd3桐'
=~)丁 j 一一τ一一号V(2宵)4Ô4 (Pr - ~)IM且 1 2.υ14拍8)t; J (阳4町叫π盯1广3 (μ川L幻211'π盯『可j

选择总动量为 O 的动心牵①(center-of-momentum 仕frame叫)， Pj = k + p = O. 于是
ô4

( Pr - ~) = Ô(Er - Edô3(Pr - Pj) = Ô(Er - Edô3(k' + p'). (149) 

把它代入 (148) 式，就可完成对 p' 的积分，有 pl = -k'. 而

d3k' = Ik
/
1
2dlk'ld{}"" = Ik'lw~dw~d{}k" (150) 

所以

P瓦fl= 击 z?V俨3/ψ创L仙 ω4州Lμ|陆川附kν川州州肌，丁'Iô(w陆阿忡6叫忡(μω吨Lν+ ω吟;←一 ω毗r霄「…一叫叫叩训ω吨州州pρ训)川|阳M崎圳川白叫川|户2 川1臼5

由 ω~+ω吗;=ω均π+ω均p 可以给出|陆kν川，丁1=1陆阳k削1，从而 ω1t ω均π'ω吨;=ω均P' 即散射前后
π 介子与质子的动量大小相同，能量相等.从而可得

Nfi =，n ， n ，!n=-L(川
也d霄ωpV2 ‘

M自=」LW，f)fu(pι) 
2w1twp V2 2pk' - m; (153) 

Pfi = 古t;/ d句，向削|地1 2

①王正行 <<近代物理学>> .北京大学出版社 1四5 年 59 页.
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g4 Ikl r dOIe' ~ 
=一一一一!11 I (f)~1-~.~1C~， 2 '2 L 1否(p'. ('),' u(pι) 12 

3271"2 W叫v J (2pk' - n在)fzf

对自撞求和现在来算艺ce lu(p'. Ç' )fu(p， {W. 对 Dirac 短阵 A. 有

(u' Au)t = u t AtìOtu' = 百A u' , 

其中

125 

(154) 

(155) 

u = u(p, {), u' = u(p'ι') ， A = ì O 
AL')'O. (1 56) 

于是

Iu' Aul2 = (u' Au)t(u' Au) = uAuτAu= 艺 EzAZJtt;ELAtut
I ,j.k./ 

= ε u伊;风E玛孔ω~Ak/t川州tρ内向u叫呐￡勾I (157) 
i ,j ,k ,/ 

这里 tr 是对矩阵对角元求和的求迹运算，

tr(A) =艺 Ann (158) 
n 

在 (157) 式中代入 A=f 和 A = ìO(f)t ì o = f. 两边对自旋 E 与Ç'求和，

井利用(见第 4 章 (81) 式)

艺 u(pι)u(p.O = p + mp , (159) 

就有

汇|呻'， ()fu(P， OI2 =忧[(1' + 11L p) f(p + mp)fl = tr(1'~'州') +m七r(俨)
e.e' 

= -tr(~'p'p ~') + 2(p'ν) tr(1 ~') + 4m~kl2 

= -4ωp')k'2 + 8(p'k') ωk')+4miKG 

= 4{2ω k')(p'k') + m;[m~ - ωp')]} ， (160) 

其中 km=m2. 并用到求迹的性质和一些 γ 矩阵求迹公式，见本章末尾的公式

汇编.把 (MO) 式的结果代入 (154) 式，最后得到
g4 Ikl r d{},., 

自=一一一-j 2{2忡')叭') +吟时 - (P p')]). (161) 
871"2ω1t'唁V J (2p击'- m~) 

2. 散射截面

定义在散射实验中，测量的是入射来流强度，即在单位时间里流过单位面

积的粒子数，以及散射牟，即在单位时间里探测器在一定范围内记录到的粒子
数.测量到的散射率与束流强度之比，即单位时间里入射到单位面积上的一个
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粒子被散射到一定范围的概率，具有面积的量纲，称为散射截tiJ.简称截函， k

为 σ.

在理论计算上.对于一个人射性子在靶上引起的散射来说，前面算得的跃

迁率 Pfi 就是散射京.这个人射位于的束流强度).则等 r流速 t， Ij位于数密度

1/\.-' 的乘积，

J=?(m 

U 等于入射粒子与靶粒 f的相对速率 v 是'ι所I片帘的体积. r是可以写出

即
丁

一
­

GH-'t p

一
，V

A-­
= 

σ
 

(163) 

这个公式给出了理论计算的跃迁来与实验测量的散射截面之间的联系.

计算公式对于 n+p 散射，跃迁率 Ptì 为上面推得的 (161 )式.在动心系，

p= -k. 入射 π+ 介于与质子的相对速率为

Ikl . Ipl I kl(叫 +ωp)
问一+一，-"-，， -", (1641 

ω7t wp 凶.'nWp

所以

σ=PfiV=PH ω7τwpF -
t' Ikl(ωπ+"';p) 

g4 { d口，l k2{2(pk')(pT')+7n己 [m~ - (pp')]}. (165) 
8汀2 曲!p(Wp +问) J (2pk' - m.己)

在上式中从，.' loj pp' 这两项都与出射 π+ 介子的方位角盲关.如果是全方位的

测量， d.nk ， 要对付立体角积分，上式给tH的就是散射的总截曲而如果只在

立体角 d.nk ， 内测量，得到的则是微分截tiJ dσ.

dσ _ g~ 2 (pk')(p'ν)+ 吟lmi 一 (pp')]

d .n 8π2 叫p(ωp+ 叫 )(2pk' - m;):.'! 

这称为散射的角分布.这里略去了立体角的下标 k'.

帽舍常数 9 对于低能 π+p 散射，粒子动量与其质it相比可以略去，

(166) 

些_ 94 2(mpm叮 )2 +吟 [m~ - (mpmp )] 

dfl - 8π2 1np(mp + m川(2mp71l霄一川;)2

一旦1 mp ~g4 l 
刊主 (m p +mπ)(2711p - mπr - 161T2 m~' 

最后一步近似是略去了比 mp 小得多的 1n7t.角分布近似为常数，总截面就是

(16ï) 

σ = I dσ = fd.n史纪打 g4 土=~
J J d fJ 161T:.! m~ -1宵mi

实验测量的低能叹+p 散射总截面范围大约是 (10 '" 100)mb，即 (1 '" 1O)fm2. 

(168) 
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把此数值和 mp = O.938GeV f~入( 168) 式，可以算出(参考第 1 章 (63) 式)

[1 2 _ .σm~ !(1 "- 10) x (5.()(iH x 0.938户，
\/ -.-' = \/ = 1 "-δ\ 169) 

h V -1万 V .1 

9 不是小茧，这表明核子与介手的桐合是 a种强相 Ll:作用.巾于 g 不是小量，没

有理巾略去微扰展开的高次项，做扰论就不能用.这是强作用理论本身存在的

固有困难.

这样定出的 ρ 不是一个常数，而且用不同实验和方法定出的数值范围也不

同.这意味着?衷于与介子的桐合不是基本的物理， \'"Ilkawa 理论只是一个唯象模

型.现在已经知道，核子与介子邮巾夸克构成，核子与介子的精合是夸克之间通

过胶子作用的综合结果.而夸克 ':i J院子的精合常数是跑功的，并不是通常意义

上的常数目

附录 一些斗矩阵公式和求迹公式

符号定义 4 三 '''/'aμ A 三千)At 俨

基本性质 tr(l) = n (坦阵的阶散，对斗姐阵川= -1). tr( .4B) = tr(ßA) 

矩阵公式

基本公式 hμ. 俨} = 2[11"'. 

育关公式， falμ= -1. 可 l' jJ. -， μ = -'!.d. ‘ /'t/ Þ 气 l' = -1l/ b. 11 二 υ2

7μ dÞ' 可μ =- '20 r/. )/1 rjÞI1 可μ =2( r; dÞr+O r/r/.).

反对易式 {çi. þ} = 2ab、 {φ)I'} = 2111'. 

{d Þ f. 巧，μ} 二 2αμø f - '2 1)叫 f + 2(忖 þ.

A 的公式:俨=刊俨 =1子 )1'俨二 f俨 . d Þ t = 扩 Þ t/ 

求迹公式①

奇数个吓 tr(d) 二 O. tr(dþr)=O. tr(rjÞl r/. ~)=O.... 

偶数个与 tr( t，i Þ) = -1 ah. tr(rjØrd) = '2 \ab)tr(r r/.) - tr(Ødt r/.). 

含 .... /J 的 tn5 =O. tr(rjþ 叮叮= (1. 

~ )/1的 tr(d) /1) = -1(1 1'. tr(rj ø hμ) 二 -1 0μ (bc) - W'(αr) +.1肘'( flb). 

一般公式 tr(dl d2'" d1l) = ((/.1(/2) tr(rj :J…t/.1l) - (01(/.,) t r(白白.. .1..) 
+…+ (111(/ ,,) tr(rj2'" rj 卜)).

tr(dl d "2 … d2n) 二 t r( d211 . . . rh d 1)' 

①民中-般公式是杨立铭证明的定理.见I..M. Yan~. plti/. Mag. 42 (1 951) I:n3. .O:OC .1.1\1 

Jaurlr and F. Rohrlirh. The Theory 01 Pho/ ,m .s ""d Elerfnm... Addison- V飞lesley.守 1955 ，1' 436
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7 QED 

荷电场与 Maxwell 场相桐合的量子理论，即电f敬榈句:作用的肚子理论，的:为

量子电动刀学，用其英文 QlI8.ntum Elcctrodynamics 的缩写，简称为 QED. Dira(' 

场与 Maxwc\l场相桐合的结于理论，即 Fermi -f与 ft-f-相句:作用的理论，前:均

旋量电动刀学.而 Klein-Gordon 场与l\laxwell 场相桐合的娃子理论，即 Bo肘子

与光子相巨作用的理论，贝IJ辑:为标量电动刀学. QED 是在研究电子与光子相句:

作用的基础上建立和发展起来的.而这样建立发展起来的 QED. 又成为推广提

出普遍的规拖不变性原理，从而建立强相句:作用和1弱惘句:作用的世子理论的基

础与出发点.

7.1 旋量 QED 的 Fe~'lllllan 现则

1. 自由 Maxwell 场的传播子

自由传播子的一般关系 rJ由 Maxwell 场 Aμ 的生成泛函为

Z[• J ÐAl' e'J山川 (1 ) 

其中 ι 是无外源 r I rh Maxwe \l :场的拉氏密度， .Jμ 是外摞.14标址场和旋量场

同样地，可以把 n rh Maxwell 场的拉氏密度 ζ 化成场堪的J次型，即

ι=j川J
于是，运用泛函积分公式(见箱 5 章 (25) 式)咱就盲

(:?I 

Z[ .J] = e-~ .J "DF ，...."'. lJ 叫
‘J
叮

( 

其中 DFI'ν=KA! 就是要求的传播子，

G(x ， ν) = (OIT Aμ (x)Aν(川|0)=82Z[.J I=iDFμν(.1: - y). (4) 
i 2 & .Jμ (x )&.Jν (y) μ 

一般地说，在二次型的拉氏密度中，两场量之间所央耳符之i革，就是场的自由传
椅子
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规范任意性带来的困难考虑可取任意规范的f'J IÍI Maxwell 场拉氏密度

ι=-jF 
这里

几ν = åJ.l Av 一比Aμ·

由于 ι 出现在积分中，可以相差任意的问维散度项，而

4凡"Fμν=:川)P'μ川~g~j扫υα1，， (Aj， FI
于是可以等放地取

ι=-jAN~-jAA(川ν-川)=;Aμ (gμν口一队).4"

(6) 

(ï) 

(8) 

即

1\:川， =gμν口一 θμθν· 们
可d

( 

但是，对于任意函数\:.有

I正"νθμ 飞= (9μu口一句.ü，，)θμλ= O. (10) 

即 (9) 式定义的算符 Kμ 本征值为 O. 逆算符 KJJ 不存在!而且，巾 f场.4J.1

的规范不变性，对于任意实函数\:. Aμ+θμ 飞 'J Aμ 描述同→个场. (1) 式中对

Aμ 的泛函积分应取遍所有可能的 1 而上式表明，这样算出的生成泛函趋于无

限大. z [.J 1 →实

光子的 Feynman 传播子 为了得到有限的 Z[J]. 可以选择一个确定的规

范，在计算对 Aμ 的路径积分时，不取那些仅仅巾周范变换相联系的值.若选择

Lorentz 规范， 马Aμ= O. 由 (8) 式就有
U 

A

吐口
ν
 

HN μ
 

A

哇

'
i
-
内
，
.

一
­

ι
 

) 'EA -A ( 

即

I、-μν= 矶，ν口. (12) 

它的逆算符可以写成

KA!=DFF川:r - y) = -gμ，， ~F()( J' - y). 

ÅFO(X - y) 满足的方程为

(13) 

口.ð.FO(.r - y) = -&(.T - y). (14 ) 

由此可以解出
r d4 k . :t._ r d-l k 1 _;J,. 

ðFO(X) = I 一丁.ð.Fo(k) e-'k.r = I 一~e-1ICX. (15) J (27r).J-nJ
\"'- J (2π)-1俨+ IE 

其中 iε 是为了使得从欧氏空间转回上述1);] L\:空间积分时没有奇点，这时对炉的

积分路径为图 5.2 的 CF . 注意这个 ðFO 函数就是 m = 0 时的 ðF 函数(见第
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5 章 (135) 式).这样得到的 DFlw(X - y) = -Y/JνßFO(X - !J) 就是 Maxwell 场在

Lorentz 规范的传播子，通常称为光子的 F卧('飞町?\y目y川V

规范固定项 为了f得导到布逆的 KIJ ". 从而求H出i光子的 f传专播于，可以更一般地

把 ι 改写成

ι= 一 :F
其中 ιG盯F=-§乞(θ缸μAμ)户2 就i娃告 3.3 节己经写 i出扫的规范固定项' λ 为一参数.舍去

在推演中出现的问维散度顷，并用 (8) 式，即得
,\ -λ 

ι4凡νFAAAF-j(qaAμf 二豆 .4 1.UvFμν+jA叫8vA"

=;ralq 
于是有

I飞川， = !hJ" 口 +(λ - 1)θμθv. (1~) 

其逆 DFμν(X 一 ν) 满足的方程为

[gμρ口 +(λ 一 1 )θμθP]DF川，(.r - y) = gl'J)( .r - y). (191 

把它的解写成
r d -l k _ 

DF川J:) = I 一-7DF川，(1，) e一川,"',-, } (2π尸'

注意当 λ= 1 时 ρFI.v(k) = -qlJ,,J (k 2 + iε). 就可解出

一 f \ k..k" 1 
DFμν (k) = -;-;;-一一 1 !l1J"一 (l--jJζ二|

|飞 λ J k2 + iE I 

(20) 

(:2 1 ì 

λ= 1 时，它给出 Lorentz 规泣的结果，通常的:之为 FeYllman规范.λ → 00 时，

则称为 Landau规范当然， λ 的数但并不影响物理结果.

2. Feynman 规则

旋量 QED 的拉氏密度考虑 Dira(' 旋肚场。.立足·复数场，要求'仨具有在

一维复空间保持矢量长度不变的定域规也不变性 li (1). 真拉氏密度就是

~"(i可μDμ- T1I )1/' = I，" (i俨 iJ，. - ITI) 句，- qll'η /Jl，! 'Aμ咽(:221

协变徽商

Dμ=θμ + iq也 (231

保证了 Dirac 场 f.l.' 在定域规范变换下 Lð Abcl 规范场 Aμ 协同地变操(参阅 2.1

节. 3.1 节和 4.3 节的 3).

(22) 式右边第一项描述自由 Dira(' 场1/'，第二项描述它与 Abel 划泣场 A，J
的桐合，桐合常数为 q. 要求 Dirac 场具有 U( 1) 定域规范不变性，就必定存在
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Abel 规范场 Aμ‘按上述形式'~ Dirac 场桐合.

Abel 规范场 Aμ 也就是l\laxwell 场，所以锢合系统总的拉氏密度为

ι = 一 j FJνι-斗;( V )卢2 +d而巾F曰0(iγ刊付叫A咀巧θ&μ 一 州 - IJV川~ì lJ li)内内内Lιν叽)
其中前两项是布规范固定项的t'l r:t由1 !\lax川叽w驯，吨ψ叫叶('川州'斗心11:场场.

生成泛函现在的系统有 3 个独立场址 Aμ. 1/' l-i J..相应的夕|、惊为 Jμ. 可与

η，与 π-N 系统的情形类似(参阅 6.5 节)没育桐合时， (1 rh Yt子场与1' 1 rtJ Fermi 

子场豆相姐立，总的生成it函等 f各1' 1 的生成泛函 Z[.J] 与 Z[巧‘ ηl 之积，

Zo[.J. 耳时 = Z[ .J] Z[耳 7/1 = ，，-PDF ‘l 一巧·句'}

其中用了简写

.J DF .J = .J!' DFIJ" .J". 

把 Maxwell 场与 Dirac 场桐合起来的相句:作用是

ι)=ιl\1D = -qlJo可μ u;A μ·

于是考虑桐合以后系统的生成泛函成为

(25) 

(26) 

(2ï) 

Z[.J， 可.η]= 入:e- 1q沾吁如叶11 e一言 ]IJDF /.I.， .J"-i可SFη(28)

S 矩阵的微扰公式与上述生成泛函相应的 S 短阵微扰公式为(参阅 6.4和

6，5 节)

s = .\"{ e叫J幸而 Z[机 t'in. /.c 'ill: .J可 η]} 。
下标。表示最后取.J=可 =11= υ. 其中

Z[Aμ川， ψ111-ψin: .J.可.η] = Z:.，[A川"，.J] Zo[划'in. ~'in~ 巧， ηl

e'ιln .J'"' -吉 J /.I. DF ，.u".J
l

' eill'II,11 

Dirac 场的 Zo[t!叭川I户门巾\r飞'in.

η 都是 Gra削止δ描iS创rnanr川n 变量，交换乘积次序要变号.在 S 钮阵的 Fe叮y丁111川1Il川I

Fermi 子内线对应于其中的 Di让ra町d传专播子 i山S衍F. 外线对应Fν叭t口川11】与 U叭?飞1川11'

(29) 

Maxwell 场的 Z~)[Aμi". .J] 类似于介子场的 Z，， [Oin. .1]. 结构单元是带惊外线

iAμinJμ 和在两个源之间的传播线一i .JμDFIJ" .J ν. 注意场址 Aμ 和外惊 i .J1J都是

闵氏空间的四维矢筐，在动挝空间 S 地|阵 Jë的 Fe:v l1man 规则中，每条J巳子外线

对应一个单位矢蛙「L-A川包括正树!和负拥{项，分别帽应于此子的产主和消

灭，所以光子外线即可i全挥为产世yt子，也可i全再为消灭yt子，要巾具体物理问

题的始末态来确定.

电磁相互作用顶点从 (29) 式中 Ct-. ID 的形式可以看出，与 6.5 节讨论的唯
象 π-N 桐合类似 Fermi 子与yt子的锢合形式，是两条 Fermi 子线与一条光子



132 7 QED 

线在一点相会.这称为电磁相互作用顶点.简称电峰顶点.这可从 S 坦问;的 l

阶微扰直接看出，
-ò ò Ò .) 

Sl=川一 iq:-;- Îμ一一7.-: Z[Aμiu. 1,,':\n" l['ill: .1.可， η1 ~ .. l .., iÒ71' iÒ可 iò]l' ,--,...... ..... I川11且 I J 

= Af[ - in口二兰f 气 μ土土川J~ - ~ν川y川叩D岛FIJi
←吁τi凶6η 泊6巧 i凶Ò .Jμ

=→一→叫i均qψ冲仙八忖ψf户d

图中的波纹线丧示光子，习惯上用i皮纹线表示Yt+内线与外线.

动量空间 Feynman 规则现在把与此子有关的动址空间 S 矩阵元阮yllmall

规则归纳如下:

·克予外线.每条光子外线贡献一个因子 ('kμ·

·光子内线:每条yt子内线贡献一个因子

-i 1. \ k" f.;" 1 
iDF!,v(k) = J.?一一阳IH" 一(1- 7) μ': -[ 

|飞 λ) k2 + iε| 
最后对内线 4 维动量 k 积分井除以 (2汀 )1. 对两端的指标 Ittj U 求和.

·电磁顷，在:每个电髓顶点贡献一个闪子 iq(2π) .J Ò ，I( 2: p， h IJ • 其中 Ò"( 2:如)

表示在顶点能址动量守伺.

对光子内线 4 维动iltk 的积分也是离壳的，不必受1'1由此f动量能撞关系

(kO
)2 - e = () (321 

的约束.注意先子质量为 O.

7.2 Compton 散射

1. Feynman 阁与 S 短阵元

k 

物理和运动学 Cυmptoll 散射是

光子 y 在内 rll It!. 1- ('-上的弹性散射，
y+e- -• y' + e-' ‘ 

) AP --2, .. ( 

p 
真能监动量关系为

图 7-1 Compton 散射

k + p = k' + p' , (:J.J ) 

初j态电子静止， 11 = (m.O). 即 po = m. 
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p=O‘ m 是电子质量.设出射光子动量 k' 与入射光子动量 k 的夹角为 O. 如图

7-1 所示.庄意j(;子质量为 0 ， 1,.2 = k '2 = O. rh 
m2 = p'2 = (p 十 1，. - k')2 = 711 '2 + 2p (k - k') - 21..-1..-' 

= m 2 +:2ηL(山:-"./)-2山'山:'(1 - cosO). 

可以解出 Comptoll 公式

(35) 

Àm (1 - cosO) =主 w 恻
λm = 1/m 是电子 ι~omptυ11 擅长， ω 与 J' 是散射前后的)~子能址.

微分散射截面 在实验上，除了测量散射j(;子的被民与散射角以憧验上述

Cumptυ11 公式外，更重要的是测量微分散射截面，即散射j(;子的角分布J.在理

论上 CUlllpt.on 公式是能培动量守恒的结果，属 F问维 I:X]氏空间的运动学.而

散射截面反映了相巨作用的信息，主要是动力学放应，属于 QED. 
6.6 节已经给出了散射截面的一般公式.如果对末态求和只限于散射性手的

一个小立体角 d.f!，得到的就是微分散射截面，

dl7 = \/dPfì 17= 

(38) 

(39) 

) -A aB-z ( 

其中振幅 Mfì 属 r$J力学，要用 QED 来计算，而态密度 ρ(Er)与归一化因子 Nfì

属于运动学，可以用相对论力学计算.
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利用能量动id:守恒和 ComptoIl公式，在实验室系可以算出

旦旦 =l+2El=l+ 土 17(k-W)2=l+ 斗(J-JmH)=114
dw' _. dw' 二~Po dω" Pl) P。屿'

ρ(Erl =丰4=伞i
π:l dEf 刊 :L m.叫

注意现在入射粒F是yt寸土 l' = 1.归一化常数为

V且二万p~...;'111.",' \ • 2 ‘ 

(.1 21 

( .1 :3) 

(1 -1 \ 

就有
dσlω'2 'r'"' 

一=一;;--;-;;- ~ ~ 1,\1liI
2 

dfJ lIMrntMJ ￡刁σ'
(-1 51 

2 阶微扰的摄幅 .'\fr， Comptoll 散射的初态与未态部是 1 个光子 1 个电子，

共有 4 条外线，最简单的是包括 2 个顶点的过睦，如图 7-2 所示①.与 π+-p 散
射不同.现在这两个 Feyllman 图对 Mtì 部有贡献. (a) 图中电子先吸收入射J(;

子 γ ， (b) 图中电子先发射出射光子 y' 这两个图相加，才·给出准至IJ 2 阶微扰的

Mfi. 图中标出的内线电子动茧，已经考虑了第一个顶点的能量动量守恒.

(a) 
p+k ) 

、
，

i ( 
p-k' 

图 7-2 Compton 散射 2 阶 Fey11man 图

根据动量空间的 Feynman 规则，按照从末态往初态的顺序，对于图 7-2 (a I 

和 (b) 可分别写出

Sfi(ð) = _q2(川Ò4 (?r - ?i)入-dJ(pfr)巧，ad+#JFIt+iε叫μ巾 ç). (仙

岛(b) =一归霄)464(R-R)NHEZJ(j zhμ.~ -品， :FIt+J EZL，巾

①彭恒武曾与 Heitler 合作，研究过 Compton 散射的阻尼修正，见 W. Heitler aIld H 飞~
Peng, Pror. Camb. P lIil. 50!'. 38 (1942) 296. 或 W. Hcitlpr ‘ Th~ Quulltum Theory vf Rudl.afl1川

3rd edition, Clarendon Pr回s ， 19M ‘ p.161 马仕俊也曾与 Heitler 合作，研究过i普线形状的辐射
修正，见 W. Heitler and S.T. f\,( a , Pro，工 Roy. Ir. Acad. 52 (1949) 109 
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于是

1Ih=-iq2tpda ， E(P'-r)0μ'μFZμ u(p.O. (48) 

其中
()I'μμ !~ . y +叮叮

P+~- 11I 十 iE ' 'p - W - m + iε' ( -19) 

I.Hlì1 2 对光子极化的求和微分散射截面 (.H) 式的计算，现在就归结为

艺 1.\ 1，; 1 2 = q~ 艺斗仔，rZLdASJ
~，与;， 17 ，(1'σ.rr'

x 艺 [u(p'. E，')O川 lI (p. 0] t [U(p'. ()O内U(p. E,)] 

=qγJ，9气，艺[百(p'. f.') Oμ， μ Il (P.t:J ]t [U(p'.()Oν'''u(p. E,)] 
E-5' 

= q~ 2二 [U(p'. E.' )01,,/ /1 (p. Ç)] t [U(p'. ()O叫(P.o] 吨 (50)

其中时光子极化的求和用到了械化矢址"二μ 的完备性关系汇σ e~σekν =9气'‘见
第 3 章(7-1)式.这里包含了一个细致的问题.

在第 3 章已经指出，对于任何物理态，标量光子与纵光子的贡献相反，句:相

抵消，只有横光子才有可观测的放应，在实际计算中，对 σ， σ' 的求和只需取横

光子.而要运用光子极化矢量的完备性关系，贝IJ这种求和必须也包括标量光子

与纵克子才行.不过可以证明，在这里遇到的求和中，标量yt子与纵光子的贡献

互相抵消，即立们对散射矩阵和跃;1慨率也没有贡献.

一般地考虑 Lorentz 不变量 LμCkμ· 由于规范不变性，作代换

ek l' 
--. ekμ +kμ ， (51 ) 

这个量应该不变.这就要求有①
Lμ kl， = o. (52) 

这是 Loren t.z 不变的，可以在任意惯性系来算.选择 (kμ) = (kO.O.O. ω) 的惯性
系，真中 k.3 = 1.:0 =ι 于是，上式给出

L O = L 3. (53) 

由于有规范不变性，可以选择一个方便的规范.选择 A() =0 , A 就是横场，可以
取第 3 章 (ì5) 式的极化矢量，其中 é' 7t有 0 分茧， 泸只有 3 分量.从而

艺 Ll' ekμ =LO -L3 =0. (54) 

(R.P. Feynman. Phys. Rev. 16 (194!)) 74H: 7G9 
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这就是所要证明的.

Il\ffì 1 2 对电子自旋的求和与 6.5 节 3 的做法一悻，把 Dirac 传播子的分母

化成普通的 C 数，再考虑到

(p + 川)俨u(p.~) = (2pν 一俨P+ 俨m) u. (p. ç) = 2[1勺l(p. ç). (55) 

就有
r u (1俨 + 2pν)νi(2pμ- fÎ IJ ) 1 

。μVu(p.ç) = ~ Îμ+1"，_. 1.1\') .3 , :_ ~U(p.ç) l' (p+k)2-m2 +iε (p - k')2 - 1川 +εj

=zL|1(什咐， + 21μ 111') + 主(什'γμ- 21 "JI" ) I 巾 0= 丐~Qll" 1L (p. Ç). (崎)
'Lm I 以 W' ':'111 

这里

Q川'=!(叫ν+川ν)+ 击(吁吁'吁 l' 一川'). (5ï) 

于是，可以用 QIJV 把 (50) 式改写成

汇 |AIH|2= ￡ Z[巾'旷)仙(p 川u(p'. ç') QIJ"以

与第 6 章 (156) 式一悻.可以把上式对电子自旋的求和化成求迹，

艺 |AIH|2= ￡EWrQ川吨J

=ιtrr(p' + m) C}μν(户口1.)Q. .1. (S9l 
.Hl/-μ". 

其中

Q 山 γ俨O(Q仇弘μ川ν )t 10 = ..!..( 呐μ +2 川,)+ 毛h吁γη，VJμ
μ "，' W 

求迹运算把 (59) 式中的求迹展开. t主意奇数个可相乘的迹为 O. 就有

艺 |MG|2=333hrM川轧) + m2tr(Q飞)]. (ßl) 

要完成上式有边的两项求迹运算，要用到第 6 审附录给H1的一些求迹性质和气

短阵求迹公式.

代入 Qμν 与 Q川的具体表达式，可以看出

先来算 A.

A B (' D 
tr(QμνQ.)= τ+ 一τ+ 一:-+τ

-μ VJ~ (J，λ岛"以'w' w'" 

A = tr[(吁吁γν+2俨pV)hv~1μ+ 21川μ)1 
= tr(俨#俨巧ν#寸μ+2γ吁吁，νp"γμ+2可俨1μμp飞

= tr巾.

l (;:2) 
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类似地算 B.

B = tr[hμ#寸ν 十 2俨p")(飞.W可" - 2J川l' )] 

= tr( 俨#俨可，.f可ν- 2Î iJ~斗Vρν+2俨jJ《lJ'可 l' --1 ì叩νpμ 可ν)

= tr[吁吁(一可ρι， +2g二 )f可ν-8州十碍'z) - .tl卢]

= tr(- -1时， + 81.:1.:' - 8附 + 8fz) - 4p2) = lG (kk' - 2pk + 2pk' _ p2) 

=16[A(p+k-pr)-2pA·+2IJKF-t]=-lG(l卢+川 - pk'). (6.1) 

可以看:U ，在 B 中作对换/.; .-+ -/.;'就得穿IJ C'. (E A 中作对换 k →-/.;'就得到

D， 所以有-

C' =B 二一 16(p2 + pk 一 pk仆 D = 64(p2 - pk'). (65) 

于是
6-1. 6-1 32 

tr(Q咆川，)=7(pZ+pk)+ 二百 (p'l _ pk') 一二三 (71'1. + pk - pk') 

64 、 64 32. ') 
=TE(nI三+ 1/1.......) +丁E(FFtz-rFtd') 一÷丁 (m~ 十 /11"，' - 111 .. ,/). (GG) 

同样可以算得
32山k . pk' _ p2 (p2 + 川.)] . 32 [pk. pk" - p2(p2 - pk')l32iy2132 

tr(j'QμVQM)= 42 + , 2 一一.，
屿"""，'，，，，，.)

32m 2 . :3 :2/11'2 俑 :3211/~
=一气i-- (ω，;.)' - 11I.L - /11",.: ') +一τγ( .... \ .. / - 11,L + IIZ •• /) 一一

吟片 ..rJ'" 叫λ"".

(Gï) 

在上述计算中，还用到了从初末态能址矿j结守旧得到的下列运动学关系z

pp' = η12 + kk'. p' k = pk'. p'k' 二 pk. (GH) 

有用的公式太多，虽然很简单，但也不可能都ìè在心中.把要用的公式投1' 1

己的理解和习惯分门别类写在纸上放在案边，在推演和计算中就可以方便地随

时啻到.在进行这类简单浅显但繁顶冗氏的推;寅初计算时，只要中途出一个小小

的差错，就可能功亏一赞前功尽弃. 'Í变错是更加繁琐而且令人心烦意乱的事.为

了尽量减少和避免出错，除了我们·在强调的简化书写何表述外，更重要的是

养成有条不紊的工作习惯，和按部就班不急不躁的作风.
还要注意"杀鸡不必用牛刀". 11故理论物理的人，部迫求和偏爱一般与普启.

但是在推演和计算的过理中，所走的每一~j;'，并-不一定是越一般和普遍就越简单
和快捷.需要依据所要达到的日标，来选持和确定推演和1计算的步骤.例如，这

里已经选定实验室参考系，就可以利用 lJ = (m. O.υ.0) 来简化上述各个分峙，而
没有必要一直保持 pk. 等到最后再简化成 m.ω 同样，这里只想给出对「非极化
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光的推导，于是可以先完成对光子初态 σ 求平均对未态 σ' 求和的运算.一边是

一般和普遍，另一边是简单和快捷，如何权衡轻重找到怡坷的平衡，往往需要经

验的积累.

2. 散射截面

触射角分布把上面两项求迹的结果代入 (61 )式，可以喂理化简成

EEJ时
『a
l
l
-
-
J

'EA 

O4 
、

1
'
/

m
一
，d

m
一ω

十
-A ，

，
，a
E‘
、
、

十ω
-
J
 

+ 
J-JW 

F
·
·
'
E
E
E
E
E
E
E
E

』

Ed' 

FL 
OO --

=时(5+5-sin20)(69)
这里己经把捐合常数写成 q= -c. 把上式f~回 (.15)式，就得到 Compton 散射的

角分布
dσα2 u:'2 ( 叫'ω. ")~，、
d!? 2m 2 vJ言飞 VJ 十二一 ;m~ tJ ) 

(70) 

其中

α e二(ì1)
4π 

是精细结构常数『巾实验视~定. (70) 式就是著名的 Klein-Nishina (西名吉尾)公

式①.若在上述推导中只对电子初态 E 求平均对未态 r 求和，而保持光子初;K
态偏振量子数 σ 与 σ 就得到 Klein-Nishi1l3 公式的·般形式②

da 主〈|叫:飞)2 +旦+乓- 21 , (72) 
oJt .qm~ω~ Iω W' 

它给出极化光子从偏振 ek 散射到哇，的微分散射截面.上式对初态 σ 求平均，

对末态 σ' 求和，就成为 (70) 式.

低能行为由 Compton 公式 (36) 可以看出，吁以<< 111 时， ω==ω'. (72) 式

成为 Thomson 公式
川厅 川2 、
二二=二τ (e~ ，μ et，):l. (7:3) 
d!? m 'l. '-,. 

低能尤子在自由电子上的散射与尤子波长元关，只与尤子偏*有关. Thomson 公

式可以从经典电动力学推出③.值得指出，经典电动力学的推导没有作近似，
而这里的结果只是 2 阶微扰.换句话说，经典电动力学只是 QED 的 2 阶微扰的

( O. Klein and Y. Nishina, Z. Physik, 52 (1929) 853 
@例如E 栩宁， <<场的量子理论)) .科学出版社 19M 年 l:iO 页.
@例如，俞允强<<电动力学简明教在>> .北京大学出版社 199!J年. 205 页.



7.2 Compton 散射 139 

近似，这就像经典力学只是相对论力学的 Newtυn 近似，相对论力学也只是量子

力学 h → O 的近似一悻.

在低能极限. (70) 式成为

去=￡3(l 川O:'? 0) (74) 

由此可以算出低能非极化克在自由电子上散射的总截面，

σT 二 fdu￡ (l+cos20)=fzi (7,5) 

其中

(76) 
m .1汀m

是电子的经典半径.σT 称为 ThoIllson 截函.古等「经典电子几何截面 π币的

8/3，或表面积的73 的 2/3.

高能行为 考虑 ω>> 111 的高能光子在1'1白电子上的 Compton 散射.在这

么高的能茧，电子就像一个无质-ht粒子，动，心系是最方便的参考系.这时

在动心系

, 2 ù.,;' .. ./ ~ p~) 
ρ(Ef) =二-一=一?一一一一 (77)

7i2 dιf 汀"2 1>0 + J..' 

汇|时 =33Eitr(W
~，~'σ.σ' 

=8t[fft:1111+/丘-丘 +lì2_11
l p J..' ' 1 1 1.-' 飞 p J..' fJk' - / -J (78) 

dσ V~ r-" ...,,'1 

一=一一 ρ(Er) 广....，." ). IMfil~ 
d口 16v 川、/瓜 1 7)11 /1，， \/2)2 ιd

α~r pk' . pk ( p2 p2 飞 2 .1 
4po{po + ω)屿， L 1'k . pk' 飞 pk pk" - / -J (79) 

pk = ,'':(Po + 山.'). pk' = .;/(问+屿'cosO). (80) 

由于 po 足 ι 在 fJ，:::;; π 的向后散射时 pJ..-' ;::,;: (J角分布为极大，所以
dσ 02"，'/ pk α2 

(81 ) 
d.íl 4po(阳 + .. .:)1.1.' pk' .1po(向十 J..' c:os 0\ 

由此可以算出散射总截面
πα2po+屿:2π028

σ ':::;;←一- In 一一一':::;;一一一 111 一一 (82)
2po"'" Pn -ω8 .•. 1112 

其中

S = (Pn 十山.')2. (83) 
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散射总截面 σ宜的行为主要由 21l"0'2 / S 确定，随能茧的增加而减小，但有­

个增强因子 In(s/m2 ). 这个因子来自阳足 ω 附近的贡献，而二即来 [-1 0::::: π 的向

后散射.这里有一个简单的物理.对于散射前后电手螺旋性不变的过程， )It子散

射前后螺旋性也不变.于是散射前后电子与yt子角动量都发生改变.由 f二角司j

量守恒，电子在散射中必定挟得一定的轨道角动量，使得散射角很大，成为向日

散射.但是对于 0= 作的完全向日散射，系统没有获得轨道角动量，散射前后电

子与光子的螺旋性部发生了改变.这种对头正碰撞产生的向后散射粒子在实验

室系能量最大.

高能 Compton 散射的这种融化性质，可以在实验中得到应用.例如，在用高

能电子束轰击低能极化激此束的边 CυmptOI!散射中.若电子束是非惧化的，

则右旋光子被电子束散射后，大部分向后散射光子也是右旋的，但能量最高的妃

子是左旋的.这个放应可以用来在实验上测量电手束的极化，或制成可以调节能

量与极化的高能光子源.对这个问题的分析有兴趣的读者，可以参阅 Peskill 与

Schroeder 的书①.

1. e+e- 埋没

7.3 另外几个简单的 QED 过程

物理和运动学 eTe- 理没的木态不可能

民有 l 个 yt子 e+ + e- →→)'，因为这个
过程不满足能量动址守恒.从图 7-3 可以看

出，在动心系 p+k = O. 而末态 q 乒 O. 因为

Iql = qo 笋 O. 其实在物理上，不仅是 e+e 涩

设， QED 的 l 阶 Feymnan 图所表示的任何

过程都是不能实现的.所以 e+e一埋没的末

图 7-3 QED 的 l 阶 Feynman 图 态至少育 2 个光子，最低是 2 阶过程，

e+ + e 一一→ γI + )'2. (8-1) 

k + p k' + p'. (85) 

选择电子静止的实验室系 ， p = O. Pu = m. 运动学关系仍可用图 7-1 吨 H是
现在 k 是入射正电子动量 k' 与 p' 是出射光子动量.与 Compton 散射类似

( M.E. p.四kin and D.V. Schroeder. An lntroductwtl to QuantuTTt Fidd Th f.or1j. Addisoll­
W回.ey， 1995, p.l64. 
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地，可以算出末态态密度
k~ 2dk~ k~ :1 ηL 

ρ(ErJ 二斗t旦=斗弓子‘
π~aι Tr.rrLιf 

其中 Ef = kb + p~. 此外，现在的初'];k态归一化常数为

入自=丙和) \/2 

(86) 

(87) 

F民eynman 图与 ε|川λMfi削H叫12 e+e-一→ 2纣γ 过程的 2 阶 Fe叮ynu口IDI

如图 7τ-4 所示.这两个图的差别只是交按了末态光子 p' ~ /，:'.主意现在 k 是

入射反粒子(正电子)的间推动茧，就可以写出

Mfì(a) = _Ìf'2ε;:j旧的7μj-rfm+JEZ，μ 巾~)

AIH(b)==-ir2EZ， μu(k‘Ç')俨俨'FZμ ， u(p. Ç).p - p' - m 眨 P

/11ft = /11日 (a) + /I1fi(b) =一ir2ELμ ， v(k ， Ç' )Oμμ (p - k' ,p - p')e 7.， μ u(p.ç). 

oμ'μ (p‘ q) = 0μμ (q.p) = 俨 _J 一-;- Î'μ+ 俨.1一一俨
lÍ -m+iε 面 -m ↑ lê

于是与 ComptoIl散射类似地，有

艺 1}\lfiI 2 = C.t ~二 EL，F;:A，A'EJ

(88) 

(89) 

(90) 

(91 ) 

~，e.σ.σ'σ.tT' 

X L [v(k. Ç' )01，'勺 - k'.p - p')咿
~.~' 

二习f乞 l阳节町(k ‘ι，ç'矿')问O，Jμ川卢川'Jllν川，(ωp-kν.j， .Jrpr一 p汕t门印州，丁切怕)川川11咿』

=习f乞呻!忱(忱k啕ι.()归亏叫(忱k.ι.Ç')阳O伊μ川叫ν气(ωp 一-1.:'ν扒I.:'， pι忡，飞， p 一寸p，丁')u(川u叫(协p.ι￡引伊恫)阿阳百耐(伽p.ιç)坦Qμ川(p 一-k'ν， p俨一 p'叫，丁叫)]. (仰仰附9归蚓2幻) 

(a) 1'- k' 
) LU ( 

p-p 

图 7-4 c+e- →订的 2 阶 FCYIlI11皿图

用这里的ìè号 Compton 散射中 (49) 式的 OJi. 'IJ 就是 0""μ (p+k.p- k') = 
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。叫 (p - k飞 p+ k). 从而，上式可以从 Comptol1散射的 (50) 式作以下f~换而得

到2

k 一→ -PF.p' 一→ -1.:. ïi(p'. ()一→ p(k.(). W;3j 

后一个代换相吗于

汇 u(p' ， Ç')百(p'.() = p' + m ~ I>(k.(lP( k.(j 二卜 m. 川

亦即在作代换 p' → -k 的同时，对喂个计算结果乘以 1.按照这些代换规则，

就可以从 Compton 散射的 (78) 式在接写出

二， |AIH|2= 叫苦+括一(丘 jl)2+ll
截面把上述 ρ(Er)， Nfi 相汇 [.H:自 [2 f~入 (.11 )式， ì主意现在l' = [kl川υ. 就

得到

(9.')) 

dσα2 kb2 r pk' 1'P' { p2 p2\。 1
一一=一一一一一一::-1 一一十一一一 l 一一+一一一 1 J + 11 dfl 2m2 [k[Er lpp' pk' \I'p" pk' . I ,. J 

_2 1-12 

=ι二，0T" r凸 (1 - cosθ) - m(l 十 fuJ 叫‘ (%1
2m [k[Er L 

其中 θ 是 k' 与 p' 之间的夹角，即出射两'Jt 子之间的夹角.时 dfl 积分，即可

得埋没过程的总截面

σ1=Ar2:?l+1UF可)-77JjF1l
其中 γ = ko/m = I/ Jlτ1万.

交叉对称性 上面利用代换从 Comptou 散射的 (ì8) 式在接写出 (95) 式的

做法，其物理基础是 Compton 散射与正负电子理没这两个过程之间的对称性.

(!)ï) 

在 Compton 散射

y+c 一-→ Y'+e (!J民 j

中，把消灭的入射光子 y 移到右边作为产生的:1\射Jt子，把产生的出射电子 e

移到左边作为消灭的入射正电子 p气就成为Æ负电子的埋没过程
-一，e' +e 一→ y+y'

) ) <-OHF· -

从 S 短阵元的 Feynman 规则来看， Bosc + ('Jt f或介于)产生或消灭的

外线贡献相同，所以把入射光子换成Hi射'Jt子，对不变振帽 Mfi 没有影响.而

Fermi 子(电子或核子等)产生或消灭的外线对不变振帽 .M tì 的贡献不同.把产
生的 Fermi 子换成消灭的反 Ferrni 子，需要把旋址否(p. 日报L成 1i (k. ç). 把消灭
的 Fermi 子换成产生的反 Fcrmi 子，需要把旋量 u(p. E) 换成 l'( k.ç). (94) 式表
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明，在对 n 旋求和1 日，这只产主一个因(--l.而这个因手也可以通过重新定义

U 与 l' 的相对相位而消去.在这个意义仁， 把过程一梢的柱子移到过程另一将

换成反拉子，过程的不变抹幅不变:

.V1自 (ο+.. →...) =.飞1li I . . .→可+ "'). 
) 、.. 

E, ，
.
飞

i ( 
·
·
且

ll 

这个性质称为这两个过程之间的支又对称性!W.然，这对 F~幡 .HIì同悻成立.

2. l~气、→→ 11+11- 过程

物理过程和 Feynman 图 在储存环l 扣 I}. 向运行的高能正负电F束，可以

使它们在动，心系对檀.这种高能 l五负电 f的付踵，包含了丰富的物理， .1 ;ψ 粒

子就是在这种实验中发现的.我们这里来讨论1E负电子对转化为Æ负Il-T-对的

过程，

p一十 e-'" -一 μ- 中Il r . (101) 

电子与以子都属 1二轻子仨们之 lìi) 可以通过交换虚光子发生作用、这娃一

种 QED 过程.描述这个过程的帕瓦作用拉氏密度包括两项，

ι1 =('1;\.1"(;'"Aμ+.νμγ'li'~ Aμ· ( 102) 

它们分别描述电子场均有111 子场t"~1 l.j itF场 Aμ 的嗣合，这里取嗣合常数

q = -(. -1二是.现在有两种顶点:锅台电 r I j J't (- Ef.J 电子明式和I锅台 μ 子与此

子的 u 子 Jýj点注意 Dirac 旋址 u、的 H予以是 μ 子的标记，不是|到氏空间 i叫维

矢址的指标.

c+e- → μ+μ一过程的最低近似是 2 阶过程，包含一个电子顶点和一个以

子顶点，如图 ì-.，)所示.这个过理在物理上比 ('ornpton 散射和正负电子涩没复

杂，多了一个以子场.但在计算上却简单 2 阶过程只有一个 Fe.vnman 图，内

线是不含旋量的光子，而且没有yt子外线，不必考虑克子偏振.

". '1 

图 ï-5 e-c-μ'μ- 的 2 阶 F!'y11 ll1au 罔

矩阵元及其计算从图 7"5 可以写出过程的振帽，

M Iì = -ie2u(p'. ()γ勺 '(q'. (') ifJr;μν (p + q )"f( q. (h l' ll(p. ç) 
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立在(p'.()训.(q' ， ('附， Ch1' u(p. ç). (103) 
(p • q)2 

这里的yt子传播子iDFμ" 边择了 Lorentz 规毡，见 (21)式.为 r 冈山，略去了

区分电子与 μ 子的标iè e ~oj ~l. 记住不带撒号的入射进属 hE负电手，带撒号的

量属于正负 μ 子.F是.，
_4 们4

|叫2= 〉t川ν叭ÞU'u'吁 v (.' fi1,') =注W可 " IlU1 j，'I')

=三川'V/vUUìu) . tr(州俨u队(v).
8画'

tr( fi' 可 μu'汗'可 ν 1")

) -a, ) { 'EA ( 

其中 8 = (p+q)2 是动心系总能量的平方，亦即系统不变质堆的平方.

如果对檀的正负电子束是非极化的，也不测1íttI\射 μ 子的!'l旋，则对初态

平均对未态求和，

j 汇 1M日 1 2 =三咐 - mhv(-' + m)、l 咐
m 和 n!' 分别是电子和 μ 子的质量.冥中

tr[(，-mhν(， +mhμ1 = tr('ìvpìμ +mf1v习μ - mìvp吓μ_ m2γ川μ)

= tr(酌"，丁μ) - m2tr(飞，可μ) = 4 [q"pμ + p"qμ- (m2 + qp)yV1']' (106) 

这里用到公式

tr( ，μ 刀，) = 4.Y1'v , tr(吁μ7川λ)=0吨 l
> (lO ï) 

trhμ 吁'，，/川ρ) = 4(gμvgλρ +gρμ 仙，λ -yλμbρ). J 
同样地，

tr[(,' - m'hμ(，' + m' h,,,] = 4[q>~ + p~q:， 一 (71严十仆')g1"/]' (lOtI) 

最后得到

j 汇 |川M川时IιH
E仅{'<('

8与= (W伊问叫7' • qp' + pp' . q(/ +忡pq仰πm'2+
s-

Mandelstam 变量在高能鞋子运动学中，常用下手1) Mandelstam 变量.

S=(p+q)2 , t=(p_p')2 ‘ 11 = (p - q')2. (110) 

容易看出，官们与参考系无关，是 Lore川z 不变的~在前面已经用到，是碰障
系统不变质量的平方. t 是碰撞过程朝前四维动量转换 II 足·碰撞过程朝后问
维动量转换.由于

8 + t + u = p2 + q2 + p' 2 + q' 2 =汇叫.
) -A -A ''A ( 
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s, t 咽 u 中民有两个烛立.

对于现在的情形，

pq = 号 -TIλ1坷号-旷2 pp' = 1Jf/' = ~ (t - m 2 - TI产). 1 
~ (112) 

pqF=qj=j(tt-m2-md)=-j(H+1-YFt2md)j 

把它们代入 (109) 式，就育
1 _ ?~~ i ~丁|均 1 2 =亏 [2s(m2 + mr2

) + (f - 1ι 

动心系不变微分截面在动心系 q = -p. q' = -p'吨对现在的情形还有 qo = 

po = q!) = 盹 = Ef/2‘于是正负电子的相对速率 l'和初末态归一化常数八 ti 分别

为
21pl 41pl 

t=Z =E? 问=币;吉布F2
I 

EfF2 
(114) 

另外，
兰旦 =?_d 、4πτ五百_ -1 lp'l 
dlp'l - dlp'l v r .... Er . (115) 

所以
p' 2dlp'l Ip'IEc 

ρ(Ec) = 一-一一=一一「
íT2dEc -1π幽

把上述 ρ(Ef). ‘飞'目和艺 IMfil 2 ft入( -1 1 )式，就得到角分，(JT
1σ 。 21p'l r 
一=寸一 [2』(m2+nId)+(f-IJ-J)2 十 (s+t-m2 -m'2)2]
ù!ì 2s31pll 

由于上式右边Lj d!ì =吕in OdOd.p 中的幅角 ρ 元关，可以完成对它的积分，

7ro21p'l r 一-一=一一一 [28(m:2 + m勺 +(i- 1II:2 一旷2)2 + (8 + t - m2 - /11 '2)2]. (118) 
in (}dO s31pl l 

利用 p2 = P6 - m 2 = (8 - 4m2 )/-!. 以及

dt = d(p + p')2 = d[m2 + m' 2 + 2(pop~ 一 Ipl'lp'lcosO)] = 2Ipl'lp'lsin 伙18. (119) 

可以把角分布公式写成
dσ2πα2 俨
一- _'l.川?\ [28(771 2 + 171叫 + (t _1/1 2 - m'2)2 + (s + t - 171

2 - m'2)2]. (120) 
dt 泸(8-4m2)l

上式右边是 Lorentz 不变的，所以称为动，二朵不变微分截面

高能行为对于 8‘ It Imax >> 111 2‘旷 I 的高能情形，当 It 1 :â> m' 2 时，

nhv -A -A 

( 117) 

非2:21川川内
为了得到反应总截面，需要对 t 积分.积分上 F限分别为

(121) 

tb = to=ü ::::0 O. t" = t(l=拧勾 -8. (122) 
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所以
{' b 1. f 2 n _ ~ I .-".1 2 \ _ 4万α2俨 23111 时 + 2st + 2n::::::τ( 123) 

高能￡负电子对撞时，纯 QED 技应的总截面议 1/8. 与总能量的平才成反比.

更好一些的近似给出①

俨等jtE(l+;亏)足 15;:il--;(374 一 l (12../) 

它与出射粒子质量 m' 有关.改变对撞束流能量 Po. 测量产生相应正负粒子偶的

总截面 O"T' 用这个公式就可以拟合出粒手质量 11/.'.在正负电乎对檀机上测垦 T

轻子的质量，就是这个公式对过程扩+('-→ T+ + T 的应用.当然这已经不是

量子场论，而是粒子物理的问题.

3. eμ 散射和 Mott 散射

eμ 散射 eμ 散射(' Il→rμ 是与 e+e- →旷μ- 对称的jl程，它的 2

阶 Feynman 图如图 7-6. 转回 900 就与图 7-5 相合.相应的变量ft换是

p~p. q-→ -p ‘ ρ 一→ q. q 一→ -q. (1 25 ) 

f'-f' 

图 7-6 e μ→散射的 2 阶 Feynman 图

在 (109) 式中作上述代换，就有

j ε |川/111均叫时I乌削H叫fìl 2户2= 号(悯p问q'pμ，
~~'((' 

注意图 7-5 中的 q 与 q' 是反粒子问推

动量，方rí.j'-j真外线方向相反，对应于IJ

图 7-6 中的 p' 与 q 是粒1- 1叫m4Jt古

方向'~真外线方向相同，所以作代换时

改变正负.还要i主意，图中j已于传播线

的方向只是用来规定所传播的问维习j

量的正负，并没有绝对的含义.光子同

推动址 k = P - Jl"j传播线方向一致

时为 ù二，与传播线方向相反时为负.

=苦l旷+(叫忡m2)(m2 + m'2)]. 川

( M.E. P田kin and D.V. Schrocder. An /ntrodudion 10 Quantum Field Tlwo叩. Addiso l1-

W田ley， 1995, p.136 
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其中 m 和 rn' 分别是电 F和 μ 子质茧 • t = (p _ p')2. 以及

jd=pq.pq'=pFq.qq'=P12'+FIIF271I2.(127) 

在 i 静止的参考系 • q = (m'. O. O. 0). 设出射电子z;lJ t重 p' 与入射电子动世 p 的

夹角为 (J. 就，育
dEr E r1p'l - Pûlplc侃。

d|pF|pbd} 
(128) 

p' 2dlp'I p , 2p~qb 
ρ(Er) = ~一一一

7r2dEfπ2(Erlp'l - Pûlplcos(J)目
( 129) 

于是，由 (41) 式可得散射角分布

dσ \1 4 p' 2poq!} 1 ""' 
)~ IMfi l2 

dfl 16川2(Erlp'l -同Iplcos8) 胁。m'poqb V飞往，
。21p'I

2" [(PÕ +比 2)川12 一 (pp' _ 17l
2 )(m2 + 旷 2)J. (130) 

m'(Eflp'l - Pólplcos(J )t 

Mott 散射 取极限时→ χ. 即靶固定不动，问题就成为电子被点粒子

Coulomb 场散射.这时 Ip'l = Ipl. 上述公式成为
dσ 202 . 二吨 , 咱 202 叮 叮
dfl -丁i-(凶 +pb Z 一 PP+mz)=16p45M4(0/2)2pill-tsid(0/2)l

o 」 [1-r25i112(0/2)]-(13l)
4P:!1 1 :!sin哇 (812)

这就是相对论性电子 COl巾mb 散射的 !\lott 公式①.其中第」项是来自相对论的

粒子 1'1 旋放应.这种散射也称为去lott 散射.吁入射粒子速度不高时. v<< 1. 相对

论放应可以略去. ruJ题成为非相对论的 Rutherford 散射‘上式成为 Rutherford 公

式
dσα2 

dfl - 4m2'1I4sin4((ì/2l' 
( 132) 

Rutherford 公式可以从经典力学推出③-经典力学的推导没有作近似，而
这里的结果只是 2 阶微扰的非相对论近似.也就是说，经典力学只是 QED 2 阶

微扰的非相对论近似.这并不奇怪，因为经典力学民是量子力学的经典近似，而

QED 是以相对论和量子力学为基础的.

( N.F. ~tott. Proc. Roy. 801'. (Lωdon) 124 (1929) 425 
②例如L.D. Lalldau and E.:\1. Lif~hif 7.. M f'Chamr... Pergamon Pr回s. 1979. p.53. 
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7.-1等效外场近似

1. 等放外场

Coulomb 场上节末尾令靶粒子质量趋于无限的做法，可以推广为一种普

遍的近似.把图 7-6 巾的 μ 子换成质量 m' 电荷 Zf' 的重粒子，则这个重粒子顶

点对矩阵元的贡献为

一iZe(2π) .t ò .t (q' - q - k)u(q'. é，')俨叫q‘~) iDFμν (k) ， (133) 

其中 Ze 是这个粒子 14光子的桐合常数， k 是由顶点传出的光手间推动量，最后

要对它积分井除以 (2π).~. 7.主意 u(q'. eh"u(q. ç) 是脏址 ~(Th刊'(.r) 的 Fouri t' l

分量，即动量空间分量.在物理上，巾于 j" = Zeu'(.rh" 1f.' υ) 是这个粒子的流峦

度，当位子质量趋于无限 m' → χ 时，流速趋于 O. j → O. 只有 0 分址 jt1. 即

ν=0. 这相当 F选择一个特殊的参考系，从而去述失去了相对论协变性①.
这个结论还可从旋量 u(q'. ç')俨 u(q. ç) 的具体表达式看111. 可 1It' → lχ 时，

咐 ç) = .v (_~.~ )一→ N ( (，~ ).川
\去击7 白/ 飞。/

而在 Dirac 表象中

叫 ;1) 可= (二:)
所以吗 rn' → χ 时

(IJ5) 

副q'. ç')可以) = N2叫 0)(; :)(:)=0 (l:16) 

上式定义了靶鞋子的归一化常数.'1.注意上述结果与 q、 q' 无关.

于是. (1 33) 式成为

一iZe(2πrtst(q' - q - k)òç飞 iDFμ{}(k). (13副

其中， 鸟'ç 表示靶挝子i'l旋守桐，可以省略不'号.巾 r /11' → χ. 质桂趋于无
限，靶的能监恒定不变 qb = qo. 于是，对 h 积分排除以挝、就消去一个因f
2πò(qü - qo - ko ) ， 给出 k{} = O. 没有能量交快.剩 F的四 f 6(q' 一 q - k~) 中，

①如何建JL协变的 Coulomh 相豆作用理论曾经是→个亟需问题，倒宁做过这方面的 riÎ;.
见 N. Hu, Phys. Rev. 16 (1 949) 391 
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q' - q 可以取任何值，对 k 没有约束，通过对靶粒子初态 q 平均未态 q' 求相可

把这个因T- ì肖去.最后，在光 F传播{- iDF/.o (l.-) = -i9Il o/k2 中，由于 ko = O. 民
盲动挝交换 k. k2 = _k2 . 所以，这个靶粒f顶点对垣阵元的贡献可以写成

Zr 
k '2.11, .0. (1 39) 

要对 k 积分并除以 (2π)a.

因子 Zfik'2 可以等放地看作某种外场 AÖ'f(X) 的动nt空间表示，即
r d :l k Z , ,,__ Zr r 

rr(z)=l 一气:一川'"一_ \~ I dlkld cos 0 Ci!kl川 o~RJ (日 1… k"!. . (2ïr )2 J 
2Ze r '" ， ~in(lkl") Zr 

=一~ I r1 lk←一一一二一一
(2π)2j |k|rir1. 

(l ~O) 

其中 r = Ixl Já从靶粒子到场点的距离.这个场玛:<f (，.)你为 Coulolllb 场. ('oulυmb 

场是质量元限的荷电缸子产生的手放外场.所以. 经典电动力学的 ('011101111>定

律，是 QED 在拉子质量趋于元休时的过似.这时位子静止.

等姐外源及其 Feynman 规则可以

把质址很大的静止荷电点粒子近似、与作一

个产生 Coulomb 场的等放外源.f是，在

Feynman I到中.可以把它的 QED 顶点简

化为」个外烦，巾'仨引出一条光子内线，

而略去这个粒子的两条外线，如图，- , .相

应的动址空间Ft、ynrllan 规则为:

罔 7-7 外晾引起的 COlllomh 散射

·手放外源及其尤于内线:等放外惊与由'仨引 tH的光子内线贡献因手

A~Xf(k) = 专制
最后对二维动量 k 积分并除以 (2π)3. 对分量指标 It 求相，这里 k 是从外惊传出

的动匪 IJ 是光子内线另一端的可短阵指标.

在物理上，可以把这个因子分解成一iZt 相 i9llo /k2 两部分， 一 iZc相主~于

一个 QED 顶点 iy，.o/k2 则是从这个顶点出来的传播子.注意由等放外源传出

的虚光子是离壳的，所以这条光 F线必定是光子内线 ι影响整个i:l:畏总的动

量守悦，而不影响能量守恒.

可以看出，这个近似做法，在形式上等放 i-:把 Coulomb 场 AôX' ( ，.) 叫作没

有址子化的经典外场 ι由经典的外惊/' = Z(' 产生，而在从主Jlt泛函求 Gr回Il
函数时， jo 并 O.
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2. 外源引起的 Coulomb 散射

散射矩阵 用外惊来处理 ('0川ulomb 散射'把靶粒F的 QED 顶点简 1化七为外

源，最低阶 Fey川11川川11川llua

S 矩阵元为

"、 r d:lk 
S~l) = 一irNHl-1(知内昕一 PO)&3(p' - P - k)u(p'. é.'))川(p.O古 IJIIU

H -~-.. j (凶 fl

=→一→i山ω叫2衍川π刊耐6向(p~) - p气勺ω(1川1) 三土于卢川沟卅训飞\'ti U汩'ti U剖州11巾t
(p' 一 p)广" 

J\!tì =二三τ ut(p'.()u(p.E) ， (11:21 
(p'_pf2 

其中设入射粒子电荷为 r 由于外惊与入射粒子有动址交换，除去外惊部分的体

系不是孤立的，设有动量守恒，与第 6 章(1 40) 式不同，这里(141)式只含能量

守恒因子.能量守恒因子 b(pó 一阳)要求 Ip'l = Ipl‘所以

(p' 一 p)2 = 2p 2(1 _ cos fJ) = -1 p 2 sin2(fJ I2). (1-13) 

其中。是散射方向 p' t~入射方向 p 的夹角.

平均跃迁事与 6.6 节 1 的做法一样，初态与末态不同时，系统从初态跃迁

到末态的概率为

lth=|sil)|2=(2甘 )2b(O)6(p~1 一的)咔 I Affil2 ， (1 -1-1) 

注意其中

仰) = Iim_ r坐产Jt=limz
pn • o} 2πT→""， 2π 

T 是散射经历的时间.于是，系统的跃迁率为

(l -lS) 

PH=JE巳乎 = 27T'b(p~ - Po)N~IMtd2 _ (1 ,16) 

再对初态平均对末态求相，注意现在初末态都只有一个鞋子，就有平均跃迂率

FH=:了 f旦4圳pb-poLVf|AIH|2
2fzfj 川)3 一 n

1 ~ r Fp' :2dlp'ld .fì 
予1l 96(p;-PKJNZ|AItl|2 
2fTj(2π户 口川口

=￡zf叫
最后一步是用 dlωp'纠，叫I=p盹~dp盹bν/川Ip'圳，斗|完成对 d刮|阳p'圳，吁|的积分.
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计算2: 1 MfJl 这个汁算的核心是其中的旋址部分，

L: lu t悟'可)咿 01 2 =汇 u ↑ (p. Ç) u(p' 己 ')u t (p'. ()u(p. Ç") 

= L 'ìi(pιh (J悟， + m)ìOlL(p. ç) = tr[(, + m)ìO(户 m)俨l

= tr(' .... 'O"-.,(l + m 2
) = -1 (2pol也 - pp' + m 2

). (1 48) 

其中 m 是入射位子质量.于是

汇 IMfil 2 =之兰τγ|忡'的TIM|2=1兰丁伯P叶悍'
tY-yluty-yl 

f r4[1-AIII2(0/2)](149) 
in -l (Oj2) 

其中 v = Ipljpo 是入射粒子速度

散射角分布散射总截面为

σ 二年=￡;;引向IPo;vJIMfiI 2

于是散射角分布为

( 1.50) 

N 
γ
μ
w
 

p-v 
P
-
q俨

由
一ω

(151) 

代入上面算得的2:Ç.~' 1."hI 2 和

Nfi= 币Po V 达v (152) 

就有
rl_ 72. ‘ 2 

工')(~，二士ï ~ lut(p' , ()U(p.OI2 
dfl 叩 -FYU

._2 了。2[l-t25id(机)1 .旧)
2 1,2sin4 (Oj2) 

这正是上节末尾给出的 }.Iott 公式.我们看到，上节的算法是先算 2 阶过程，最

后再取极限 7门'→忧而等放外场近似是先取慌限时→ χ. 把 2 阶过程简化为

1 阶过程，使得计算大为简化.

3. 韧鼓辐射

物理过程和 Feynman 固前面已经指出 e+e一潭设的末态不可能只有 1

个光子 e+ +e一千→ γ‘因为'仨不满足能量动量守'tB:.同样地，电子也不可能在
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íl rtJ飞行中放由此子、一千→ e一 +γ. 因为这个过再也不满足能挝功过守伺.

事实上，这两个过程是交义对林的.

不过，电子飞过原子核附近·时，在格的( 'oll!omb 场作用~-，会改变速度.

放出 yt子.在这种情形，核本身在得一定动埠，使得带个过程能世动址仍然守

恒.这种带电位 F在运动中受到阻力而产生的辆射，称为朝致辐射.在这个过

程中，核作为一个瞥体与电子发生作用.

对于能址不太高， d(' I3 ruglil' 搜长大]二原 F随尺度的电子，可以把原子核模

体看成具有电荷 Zf 的点状粒-(- ~，写成

e- + N ~ p- + ~ +γ( lfd) 

由于原子恪比电 F质吐大得多，被电 f碰掩后获得的速度很小，可以近(以看 JJ~

静止不动的点状外源.T是，略个问题就近似简化为电 F在固定外场作用下放

出此子的过程，其战fL~阶 F町'IlIllan 因如因 ì-R 所示主意现在只有一条光子外

线，但有一条来内外摞的 Jt子传播线.Jt子传播线的力·向只是用来定义 k 的正

负.

(a) 
'1 ) 

、
，

l ( 4 

k 

|￥]7-抖韧致辐射的 2 阶 Feyll l\lall I啊

散射矩阵因 7-8rf两个 QED 顶点， J.t!: :2阶过陀，也 (-1包荷 'Jg -(\可以写 :11

12 、 r d.t ,/ (Pk" ,""., qHA) =川fi .J 时币2771( 如)-l Õ'l( P' + 1/ - 1/)百(p'.()川可γ俨叫叫』μ~吨吨咄'('吐哼「4φ;L，

￥叫叫叫ie(川4叫(

= 一 i:.? 汀呻Õ( ρ叫叫;;l + A. :;' ρ问川0川) ‘λ飞'fi .\川H几t川 ) ( 1 二 Cd

.\1日(川=百(p'. E,' hμr;:μSF(lf+AJhtjyJ(P-uz( :1 
μ {p' + k' - p)2 

Z(.3百 (p'. Ç')吁μι;:JM'Tr+I11) 飞f)1l {p.ç)

[(/1' + /.:')2 - 11I2](p' + k' _ p)2 
( l.')fi) 

同样正有
z("与(p' .E，') 巧。 (p - t + 川 )γarZL 叫p. é,) 

M白 (h) 一
[(11 

_ 1;')2 _ 
TII2 j(p' + ~/ 

_ 
p) 'l 

(15ïJ 
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于是，
Zr 

.Uti = .\Iti (al + .\lfì1b , = ，~， ,1 _，.}百(p'.nOlllP.~).
飞 - (p' 斗 k' - p)2 

( \,')8) 

O 一 扩州州(悦d ， +#r，;町{忖1 千俨I飞(d-r，十川
一- (1.'">9) 

注意川是电子质量，分 I手己经用 p2 = p' 2 =川产和 k' 立 =0 化简.而

，二巧 '4 ，;，μ( \üO) 

现在的做法与 Comptoll 散射的不 l'íJ. r'E ('OlllptOll 散射的推导中，我们不准

备考虑对此子械化的观测，所以把光 H}~ f七矢址分离出来，一斤始就通过对悦

化求和!把'l:: i肖去.而为了考虑对Jtf-做他的现测，就需要在推导中保留愤比如:

量，在这里就是算柯:0 巾的'-

计算汇 1.\Jfì 1 2 若用非快!七入射 ~I.!. r 珉，也不探测出射电子的 ÎI 脏，则要对

电子的制态1' 1 旋求平均对末态 (1 旋求和1.所以需要计算
72 .,6 

二 >1.\111 1 2 =.~ ., .. )~lïî(p'.()Oll(p.~)12. ilGJ) f:f wd'-P) 』 fT

和 ('Ol1l ptOll 散射一样，利咱 Dirac 方惶 (μ 1/ 1) Il (p. E,) = 0 ff1日 p'. ~'Jl P' ~ //1 1 二Il.

可以得到

u(p'. ()O I/ (p.~) = 百(p'. ()Q lI (p. ~). 

Q=i2' ]1' + 0")俨飞U(:!(JI- k' lJ 
一

其中叩=亿;μ ]i'. fP' 二 P.~:IJμ- 于是

艺lïî(p'. ()O ll(p. E, lI2 =汇|百(p'. E.')牛l(p.~)12
e.e' ζ 正'

、.、

\ IG:!J 

( 11);3 I 

=~二百(P， OQ.lI lP' 己 ')Ti (p' 己 ')Qu(p.~) = t r[ C/Þ 十川)♀(J!' +-川Qj. (lIì.l) 
, <, 
、、

dlTliJU(P' +- f而 ('2 tfl ~ if)-/' 
Q = _， "QTγ 、，，一、， , 

.:.ρA目'二J!h'

完成上述求迹运算，最后推lH 的制致辆射角分布，就是善;名的日刊 l J('-H ， 'it I('r 

公式①.由-兴趣的读者可以参阅有关昌:H:② (f 町 l走上， 13 t'thC'-H l' itler 公式吁中

子的发现还有过一段拥源. l~n'2年初，扣uliot. Curi时发现了一个中性长射程位

子. f也倩想桂元子，用 hlein- l\ isllilll\公式的计，有汕.\ IL'\'.而这么高能匪的 y 亢

( H. Bct. he RnO \v Heitl.,r. Prf'c. Ho.\ 且，(. A 146 (1 刊:i-l)剧

② 例旬创l 讯W. ~协1<川'吁廿训it川1川1"句啊r. Th扣('ι (ωJ川川υ川"川t 川"忖J川7叨71 .. J 仇d山，川t山υ凡 ()λ呻f且‘or叫d Ln川11盯I
鸟式l{ c寸川丁~I灿a剧川H时』什俨 [，川z口叫咔'k臼基μn fL川LI叫 Je饵a刷阳11忏2卜-臼俨刊<'，.川'na凡口叫|川Z l1叫叶1川l 川. υ川ll' U. TfI F叫" Thc01"I. fo. lc(;mw-Hil l. 19圳， p.:,!:IH 
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子，会产生正负电子偶扩f、就不能用I\lein-Ni冉hilla 公式，应该用 Bethe斗1eitler

公式来估算.电时这个公式己经推出来了，但 Jouliot-们 Irit' 还不知道.这个消息

传到 Rutherford 实验室，他们知道 Bethe-Hpitl<'r公式，因而断定.Jou liot -Cmi(、

错了.两星期后， Chadwick 发现这不是Jt子 γ‘而是中T- 11. 实验发现也离不开

理论分析，而且是最前沿的理论.

我们这里只考虑韧致辐射谱中的低能软JtT-部分，即 ßet he-Hl' itler 公式的

低能极限.在 Q liQ 的分子中取 k' → O. 就有
、
、l
'
/

立
w

r
p
一
哈

f-P 
，
，
，
，
E
I‘
、

"U 

「
，

~~ Q
一

~~ 门V
) po ro 

噜
E
i

( 

由此容易看出

H 局盯e( 二旦旦丘: 一 旦纠)三土ι;口川11忡i
飞 p'k' 1)1,:' J (p' - p)广但 • 飞 p'k' J阳川 / 

其中 Mel 是( 1 .1 2) 式给出的电子被 Coulomu 场弹性散射的据幅.

软韧致辐射i曾对散射角分布的算法与前v一小节-样.不同的是，现在除了

被散射的电子，末态还有韧致辐射光子.所以初束态归一化常数 Nfi t:þ多一个因

子 1/J2kbV ， 对~态求相多一个积分 I \ 'd:1k'/(如 )3. J二是可以写出平均跃迂率

1 ~ {\'d 3 p' \"d:1k' 
了 I >lJ一一一宁 27rÖ(p;1 +叫- Po)NtYI M fiI 2 

2 台 } (2π) :i (2 7r rl 

{k':'\llk'ld民 2 ( tp' t l' \:2石 l
-..,..-,'----'--.,..,.....-'-' t' ~ (一-一) P，.II ‘ (16抖)

-j2A-L{2汀 rl 飞 I川'IJAJ/··lp:1=IhJ-k;，
其中瓦d1!:电子被 Coulomu 场弹性散射的平均跃迁取 (1.lì) 式，民是 pb = PO-k;J' 

所以，电子被散射到立体角 JS2，.内而Jt f在主体角 dS2可内的分布为
巾 f2 1.::)dk:1 dfl可/叩' 汀) \ 

2 (巾飞|
(-一一一-门一~) I ‘ ( 16Di 

dflp 2(27.)3\ p'k' 1Ik' ) 飞 d S2" } "， 1 ，ι =p..-k:. 

其中 (dσ/d S2.> )"'是电子被 Coulomb 场弹性散射的角分布( l!í3) 式.光子飞行方

向包含在件， l -j p' 1.:' t:þ.而 Jt子偏振方向包含在 f JI '-j • p' 巾.

上式表明，
dσ ← dk:) 

Jf2" 
_. 

kfl 
. 

即算得的韧致辐射谱在低能端是发散的，吁 Jt子技长也 r无限时强度趋f二无限.

而实际情形是可先子擅长趋 I二无限时强度趋 r平①.这种气搜民趋于无限时出
现的发散称为红外发散.是量子场论中与零点能的紫外发散不同的又一种发散.

这种发散源rJ我们关「测量的物理假设过于简化，并不是理论本身的问题.通

(1 ïO) 

①见例如王正行， ((近代物理学)) .北京大学出版社. 2ω4 年 76 页.
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过引入一个小的光子质量 JI‘把 Jt':f-传播 F修改为 -i91' 1， /(k2 一 μ2 + ic)，就可消

除这种发散.有兴趣的读者，可以参阅育关书籍①.

7.5 标吐 QED 和 π-y 散射

1 , 相豆作用和 Feynman 规则

相互作用满足定域规范不变性的宣标址场，拉氏密度可以写成

ι = [( θ包μ +i问qAμ )忡叫ο叫l川f川(i)μ 十 i'lψ'1.-户.4 1

ι0=θ归φ↑ θIμ"6 - 11川7 2ψ t (ιο')人. 

ζ1= 一 iqøtθμοAIA+tizo↑φ，4/'.4 μ·

( 171 ) 

( 172) 

(17:3 ) 

可以看出，相句:作用拉氏密度包括两tijf. 第 .JD! 含有对场的微商.称为导数偶

合.第-J项含有 6tφ. 会引起介于质址的改变

S 矩阵复标量场有。韧。1 两个姐、tJ苟变W;，有.tE反两种粒子，需要号|入

两个外摞 i.J'和 i.J.外源项 j.J 'o + j.Jr" t ‘.(1: i .J"中~L fj'肖:反或反粒子产主，在i.l粒

子产空或反粒子消灭.于是，把 ιft咙一主次型‘就可写tU室成眨函

zιJ' ..J 1 =俨
-i.I' '::"1 .1 (l ïl) 

其中~F'与实 tìf结场相同.现在扒.'Y 11 !lI1\ 11 传播 F为
十 6:.! Z[ .J'. .J 1 (，'(.，..川= (017φ(.rJ()TtYJIO) = ..: ，-::-.~';.J , = i~dJ'-μ). (1 7!)) 

i2b.J' (，"J 己.1 ( .fI) 

对于复标:量场与 Maxwell 场的榈合系统，总的扭氏密度为

ι =(Dμφ)t(D句) -1川 jκLV F'lV , (1 76) 

拙立场变量还有规范场 A11' 相应的外惊失1 .JI'. 与 (29)式类似地，有

5 = .\' {eiC1(b/ib .r .b川/ibJ~)
Z[Oi'" Ò:n • Aμ1": J'. J 叫。 (ITì)

Z[Òi仆。În' Aμin:λ J. .Jl' j = e ， J凡叩 I.r _',,, - IJ' '::"FJ piJ~ A川n-~J呗F" ，.J" (178) 

相互作用( 1 7:J)式中的两项给出的也函 i横向挥符分别是
b 6 b 

-iq一一 iDμ 一一-一一一 ill~ i/'" 一一一一-一一一一一 (179)
f ib .J 

. ~ 
ib .J' i6 .J/' 

. 
"'" ibJ ibJ' ibJI' ib .Jν 

Feynman 规则从 (178) 式可以看山，它的 FeyIlman 图内介子和 Jt子两部

分构成.介子部分有 iJOJrifom 和 -i.r ~F' J 这三个结构单元 iJøÎ" 是带摞

①例如1 t..I. E. Peskin and D.V. S('hr()，~1川..t" Inlmduc/，州 IOQlω IItll Tll F!dd Theυ叨， Addison­

W田ley， 1995. p.19Y 
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iJ 的外线 φ(n·iJ-ozzt 是带摞 iJ' 的外绩。in' 而一 i.I" ~FJ 是在摞 iJ 与 i.r 之间

的传播线 i~F‘与 Dirac 场类似地，规定外线。in 的方向1);从源iJ向外射出，外

线。In的方向是射入谭 iJ'，传播线的方向是从源 iJ 指向 i ，l"， I))~即从 01 指向。.

这样， 与外线式传播线同向传播的是拉子 i乏向传锚的是反拉子.

先看 (179) 式中的第-项 ι对 Z[Oinφ.t"， Aμ 1I， ;J". .1， .1叫的作用，是在同
一点 r 切去外惊 i .l. i.l".有I i./μ. 从而形成有-条射入介 F线、一条射出介于纯

和一条Yt-f线相骤的顶点，如图 7-9( 1'1).立给tH s' 姐阵的 l 阶微扰

8 1(,,) = -iq.入r.!cl州

注意其中微分ff符 i i}l' 只作用 j二·仨前日紧邻的介乎场.tj脏 irt QED 顶点不同，

这种顶点含街i敢商算符，所以称为导敬网点.为 rfj下面理给出的问条粒子线

相聚的顶点民分，这种顶点又称为标量 QED 的三线 1页立.

) 1 2 ( .k 
f1 ,.,,-\q 
...:111俨、民
，、
，、
，、

lb) 与(
因 7-!J 标茧 QED 的顶点

巾 r介 f线可以描述粒 F或反'粒J-. 'Jt r线吁以描述射f|114射入的 yt 寸土，

所以 L-j Yllkawa 理论相旋itt QED --样，这种顶点包含了多个不同的物理:il程

图 7-9(a) 给 11: T其中之一z 一个介子在飞行中射出一个光子.在前面已经指出，

由于不能同时满足能量和动址守恒，这种过程不能独立存在，只能是虚的不能

观测的中间i:J:徨.

与 6.5 节 'Yukawa 理论或 7.1节旋量 QED 类似地，可以过渡到动量空间

不同的是，现在有微分算符 iåμ. 它在动量空间给 :11射入 tj射出粒子网维动过之

和.于是有 5 坦阵的如下动盐空间 F(':. 'IJ III 1:\11规则:

·导数 1页，生:标量 QED 的每个导数顶点贡献一个[日子

-iq(2π)lÕ .t (p - k - q)(pll + kμ) ， 

注意其中各个动茧的正负与具体物理有关，这里可.'l l 的足，图 7-9(a) 的情形.

(179) 式中的第-二项给出有一条射入介子线、一条射出介子线和两条先子线

相聚的顶点，是榈台常数的 2 次项，

SI 仆仆 = iq2Af J叫(X)Øin{旷/Al' i川川 (国1 ) 
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这是同条粒子线相聚在一点的四线 rðï .ι 阳因 ì-9(b) 所ïf\.这种对称的问线图

称为;辛鸥困.由于光子与其反粒子是同一种挝手，光子线没有方向，两条先子

钱是对称的.因为这种对称性，光子可以从·条线射入，从另一条线射出，或背

反过来.ìi渡到动量空间，就有 FeY lI IIIH11 地。!IJ~n 下:

·四线 T目.在:标单 QED 的每个问线顶点贡献一个因子 i2(/gμ"(2π) .t ö.J(汇 J!， ). 

其中的因子 2，来1'1 Jt子线的上述时称性，亦即入rAμill(J')A川川.r)可以给 11] 两项

相同的斗σ， α 10fT'

i主意这两个顶点都属于 S 矩阵做扰展H的川价，而所含嗣合常敬的幕次不

同.二三线顶点含桐合常数 q 的 1 (欠， pq纯顶点:专 q 的 2 次.所以，与旋址 QED

不同，标量 QED 的微扰阶数不能从桐台常数的幕吹来判断.另一方面，与 Dir町

桂子一伴，眼据上面对介子线方向的规定，无论是通过导数顶点还是同线顶点，

介子线部是连续的.

2. 光手与荷电介于的弹性散射

物理过程与 Feynman 图 考虑Jt.子与荷电介子的散射，在能量不太高，

光子擅长大"r介子尺度时，介子作为一个模体与此子发主作用.这时散射前后

介子内部状态不发生变化，可以忽略介子的结构，把官叫作点桔子.这种介子内

部状态不发生变化的散射，属 F弹性散射，可以写成

γ+π 一→ γ'+π ( 11'12) 

设入射Jt.子与介子的阳维动监分别为 P 'j k ， 出射)1[;子与介 F的间推动址分别为

p' 与 k'. 对于弹性散射，有能量动量守恒

p+k=p'+k'. (183) 

与前面脏量 QED 的例子一悻，我们只挥重IJ桐合常数的 2 阶，需要考虑的Ft'~'IlII川 l

图有二个.如图 ì- lO所示.其中图 (a) '-j (b) 部有两个三线顶点和→条介子内

线.回 (c) 是海鸥图，只有 1 个问线顶点.

飞 lJ +k ,r 
(a) 飞-----+-一-t

,KP P' 气、

) >l ( 

Lirp 
4
ι
'
P
P
 

(c) 二叫:
阁 7-10 Yπ 弹性散射 2 阶 Fpynmau 罔
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振幅 Mfì 3 个 Feynman 图的贡献分别是

Mfì(al = -iq2f'(p + k + p')iÂFÜJ + k)(2p + k)f. (1 84) 

Mfì(bl =一iq乌(p - k' + P' )i~F(P - J/)(2p- k')λ( 185) 

MH(cl=-2q2FZ'μ9μV f'kv = -2q2/f. (1 86) 

其中 f = {e~/.I}' f' = {e~;μ} .官们的 3 维空间部分分别iè为 e 相 e'. 选择初态介

子静止的实验室系. p=(m.O.O.O). 并选择在其中只有横)1(:.子的规范，就 fr

c( 2p + k) = -e' (2p + k) = -e' k = O. 

f'(2p - k') = -e' . (2p _. kl) = e l . kl 二 O.

( 1:咱 7)

(1 抖抖 l

横光子的极化矢量与披矢量垂直.于是 .M自 (n) = ,\lfi(bl = O. 只是海鸥图有贡献、
Mfì = Mfì(c) =←2q2ε I f. = 2q2(e' . e). ( 1~!}) 

截面公式 现在的运动学与 ComptoIl散射完全相同，可以用公式 (45). 只

是不对初态平均末态求和，有
A厅 ..;/2 02 ω'2 ." 
-二=一一一-一丁 41;\/fil~ =寸亏(e' . e)气
dU (16霄F 川 W~ mω 

其中己取桐合常数 q =e. 进一步用 ComptoIl公式表达旷/ω. 最后得到
dσα2e'. e)2 

dD - 1112 [1 + (ω/1川(1 - {'Os 0 )]2 . 
当入射)'t子能量很低， ω<< 111 时，有 ω1 ;:，; ω. 散射角分布近似成为

坐=2:we)2(川
d .f} m 2 

与电子的 Thomwn 公式 (73) 一样.从物理上看，这是由 F在能量很低时.)'t子

被长很快，仅仅是散射体系的总电荷在起作用，介子与电子虽然臼脏不同，对光

子的散射却是相同的.

若入射光束没有极化，也不探测出射元的偏振，贝IJ要对 e 求平均.对己'求

和，由 (191) 式可算出

) ) { } <­l ( 

) l } 
『
­

l ( 

daα2+c侃"
dD m 2 2[1 + (ω/111)(1 - co~O)]2' 

。

j
1 .. 

‘ 
"3 l ( 



然而.我刊]弄明白了. 1普助于某种生
石更为技巧，有可能把那些无 l吸大藏到地毯
j良r-.可暂 9才我们何然能够继续做计算.

一→R.P. Fevnman 
《彷理定津之本性)). 1!}65 , 

8 重正化

根据实验测定，精细结构常数

α= 三 1 与 -L.(l)
137.03.')99911(46) 137.0 

所以 QED 的桐合常数 r 是个小量.而 S 姐阵微扰的阶数 n咱也就是桐合常敦的

事次.上一章给出的例子，只算到 2 阶微扰，就得到与实验符合得很吁的结果.

所以有理由期望，高阶微扰只是给出微小的修正.然而出乎意料的是，实际算得

的高阶微扰并不是微小的修正，甚至不是一个有限的结果，而是发散的无限大!

重正化是系统地悄除这种发散的→音方案和理序，事实证明它是成功和卓

有成效的.理论家们已经发展了重正化的系统和完梧的技巧和理论，把微扰算

到很高的阶次.这样算出的结果与实验测量的符合，可以一宦数到小数点后卡

几位.这使得 QED 成为与实验符合精度最高的物理理论，也使得可重正性成为

量子场论的一条基本要求.

例如电子的 Landé 因子 ge‘实验测量值

;扩护d旷俨x叩p ， = 1 川附2叫3 (2) 

QED 的理论值可以写成 α叫/霄纪 O.β001 16 的级数展开
/α 飞 2 __fQ\3_ f α \4 

;;- g... = 1 + C，一 +C2 1 一 1 +C;d 一 1 + Cd 一 1 +… (3) 
~π 飞πJ 飞 πJ 飞 πJ

右边第一项是 Dirac 的理论值. 1948 年 Schwinger 算出第J项① C， = 1/2. 这
曾被看作 QED 的巨大成就.而一直算到 4 阶项 (α/π)4 的数值为②

~ g;heor = 1. 001159652460(127)(75) 向2 ~t: 

第一个括号表示来自测量精细结构常数 α 的不确定度，第一主个括号表示来自计

算系数 C3 与 C4 的不确定度.可以看出，理论计算值在 2 倍标准偏差的范围内

( J. Schwinger ‘ Pllys. Rev. 13 (1948) -U6L. 

( T. Kinoshita and W.8. Lindquist. Phys. Rc\'. I.et t. 47 (19Rl) 15ì:3 
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与实验相符，达到小数点后第 10 位.

尽管与实验有如此精确的符合，重正化仍然受到深思熟虑的物理学家的质

疑.中国著名理论物理学家五竹溪曾经不止一次指出①重正化是耍赖皮，
明明有一项无限大，它硬是被死皮赖脸地拿撑 r ! "这是在很小范围的讨论中说

的，措辞不加修饰.而在公开发表的文字中Dirac 就说得比较委婉，不过仍然

十分明确②..在当前这个基础七所进行的研究，在应用方面已经做了极真大量

的工作，在这方面，人们能够找出抛弃无限大的一些规则.然而，即使根据这些

规则得出的结果与观测符合，但毕竟是人为的规则.因此关f现在的址子力学

基础是正确的说法，我是不能接受的. …·‘·我认为人们太乐于接受」个有基

本缺陷的理论了" u抛弃"和"拿搏"的意思一样，都是指非自然的手工操作

(worked ~γhands). 而理论家的最高追求，恰恰是消除这种子工操作的痕迹，就

像从相对性原理和定域规范不变性原理来 íl 然地推出 Maxwell 当初所概括和!推

广的那四个姐立的电磁学实验定律那样.

本章开头所引的 Feynman 语录，摘íJ他 1964 年度在母校康奈尔大学的梅

森哲讲座 (Hirarn J. Mes.."ìenger Lectures). 这是在他与 Schwinger 和 Tomonaga(朝

永振一郎)获 1965 年 Nobel 物理学奖之前不久，而他们在奖的依据，正是他们

对 QED 特别是重正化的巨大贡献.他在这个演讲中说① u看来如果我们取单
子力学，加上相对论，加上每一样东西都要是定域的命题，再加上几条默认的

假设，我们就会陷入亘相矛盾的境地，因为叫我们计算不同的东西的时候我们

得到的是无穷大，而如果我们得到无穷大我们怎么能够说这是同自然界符合的

呢? "他解释说，几条默认的假设是指全部概率之和等 -F 1. 以及因果性和能量

的正定性.解释之后他接着说实际上没有人做出过一个模型是不顾关于概

率的命题，或者不顾因果性的，而因果性也是同量子力学，相对论，定域性等等

相融活的.因而我们真的不准确地知道，我们的各项假设里的什么东西使我们

得出产生无限大的困难在 Feyrunan 看来，虽然不是"耍赖皮"重正化也是

"某种生硬的技巧"用它来"把那些无限大撞到地毯底下"是心虚和不吁意思

的.他在后面还说"当我们把所有定律部用上去的时候，我们就会得到这种无

限大，但人们把污垢扫到地毯底下去，他们是那么聪明，使得人们有时候以为这

不是一个严重的困难"显然 Feynman 认为这是一个严重的困难，重正化是"一

。王正行， <<严谨与简洁之美 -←主竹澳.1:的物理追求)) ，第五章 5.12 节，北京大学
出版社.即将出版.

( P.A.M. Dirac, <<物理学的方[I.J)) ，张'f-[宗、郭应焕译，科学出版社 1981 年 20 页

(R.P. Feynmlln , <<物理定律的本性如.关洪译，湖南科学技术出版社， 20().') 'Îf.. 16:3 页
和 171 页.
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个有基本缺陷的理论他的思索是如此之深邃，他对重i巨化也有如此深沉的疑

虑，这也许是很多人没有想到的.在他看来，物理学绝不仅仅只是一些现象、定

律、规则与技巧的集合，对 r ])15种生硬的技巧，即使官能给出与实验精确相符的

结果，也是不能坦然接受的.

不过，为了"能够继续做计算尽管是"某种生硬的技巧重正化仍然是

我们唯一的选择.王竹模也曾经做过重i巨化的计算，算革在熟人圈中传看，没有

发表.既然能与实验有精确的符合，重正化必定具有某种合理的内涵.如果说实

验定律是物理学家关 rll 然现象的经验，那么重正化就是物理学家关 F理论计

算的经验.只有熟悉、运用和研究这种经验，才有可能把握它的合理内涵.大家

知道，在实验现象背后，总是隐含了某种物理.同样可以期望，重正化也隐含了

某种尚未明了的物理，而不仅仅是一种处理无限大的技巧和手段.经过 \Vilson

等人的研究和努力①.现在我们相信，量子场论略去了高能过程的细节，仅仅只
是一个在低能范围才适用的有放理论②.

8.1 发散困难

1. 电子的自能

Feynman 图考虑图 8-1.它可以是某→复杂的 Fe~'nlllan 图的一部分，两

边的粒子绕不一定是自由粒T-.一般并不满足质壳条件 p2=m2. 官表示电子在

飞行中放出一个虚光子，然后又把毛:吸收.这是电子通过虚光子与 1'1 身发生的

作用仨会使得电子的质蛙从而能量发生改变，因而称为电子的自能过程.这个

Feyuman 图则称为电子的自位国

由于这种自能作用，电子不是一个简

单的保拉于，而是由宫和与官相伴的虚光

子组成的复合体系.考虑高阶过程， [J!IJ 除

了虚光子外，还有虚的正负电子偶(见F面

的真空极化).这个由裸粒子和伴随的虚粒

子组成的复合体系，才是具实而能够被观

测到的物瘦粒子.

k 

' 
f个\‘

p p-k p' 
罔 8户 l 电子自能

电子自能积分 E(p) 考虑图 8-1 中去蝉两边粒子线的部分，即两个顶点之

间由电子传播线与光子传播线构成的r1"j 合圈.它在动iJt空间可以写成

(K.G. Wilson. Re\'. Mod. Pllys. 55 (19川)阳:i.

( A. Z回. Quuntum Field Th~or11 m .4 Nutshell Princeton University Pr四s.2∞3. p.145. 
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r d4k 
-iE(2)ω) = I 一寸(一ie俨)iDF，..，Ak) iSF(P - k)( -iq") J (2π)4 

2 (d4 k -gμνμlν2 r d-t k 
l 一一一一一可 = e~ I 一一丁 F(jJ， ~)， (5) -" J (2汀 )4 k2 + 泣，一 ~-m+iε J (2 μ1 

F(，.~) = 二监号--yμ l 俨 (6)
俨+ iE' jJ 一 ~-m +iE" 

其中对 DF，..，， (k) 选取了 Feynman 规范 T/I. 是电子质量， E(2)(p) 称为自能积

分.上标 (2) 表示是 2 阶微扰的贡献.

可以看出，当 k →∞时， fj 能积分 E(2)(p) 随 k 线性发散.从物理上看，这个

发散来惊于虚光子有无限多的能量动量 k ， 亦即 Maxwell 场有无限多个 IÏrn 度.

2. 光子的自能

p 

p-k 
图 8户2 光子自能

Feynman 图作为某一复杂过程的一部

分， j已子在飞行中可以转变成一对虚的正负电

子偶， '1ι们随后又涅设成光子，如图 8-2. 由

于宫是某一复杂的 Feynman 固的一部分，两

边的克子线一般不是 rl ri1光子，不满足条仲

k2 = O. 这个过程称为尤于自能过程.立的
Feynman 图则你为尤子自舵国

光子自能过程产生的虚正负电子偶，会形成1E负电荷分离的瞬间虚电偶悦

子.如果这是在虚光子传播过程中发生的，这就相吁于真空发生极化.所以光子

自能过程又称为真空极化①.

光子自能积分 H叽，μAμ川A

的两条传播线围成的闭合圈.对于这种由 Fermi 子内线围成的闭合圈，还需要

补充一条 Feynman 规则.与这个闭合圈相应的，是生成泛函中的下多IJ两个带源

传播子，

f dxdydx'dy'i17 川F川) i η ( 川 ')iS'dx' 一 U山州州，丁呐，)i7](川沟州i问蚓η圳巾7] (y'ω旷y'

而切去其中夕外卡摞使之形成闭台固的泛函微商则是
-ð ð -ð ð -ð ð -ð ð 

iðη(x) ið可(x) iðη(x') ið可(x') 一 ið17(X) i饲(工') iðT/(x仆 iðη(x )" 

(ï) 

(8) 

注意 η 和市以及对它们的泛函微商都是 Grassmann 变量，它们之间交换次序要

变号.要用右边的算符作用，出现一个因子-l.另外 Fermi 子闭合圈中内线

。马仕健在真空饭化方面做过很重要的主作.见 S.T. Ma. Phil. Mag. 11 (1剧创 1112
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首尾相连，这相应于旋茧乘积的求迹.这两点结论对任何 Fermi 子闭合圈都成

立，所以需要补充的 Feymnan 规则是2

• Fermi 于闲合圈:对每一个 Fermi 子闭合圈求迹并乘以一1.

于是可以写出图8-2 中闭合圆的表达式，

叫川) = - r I~旦鸟4!乓L毛牛( 一i f')η')可 )阳臼白刷刷川F(内巾削(1ωJIj 飞&川rr)μ

2 { d4 P . r jJ + m jJ 一 ~+m 1 
= -l' J (2rr )4 {f lìμF丁 m2 ìv (p _ k)2 - m 2 J (9) 

注意其中第个传播子是逆着时间方向，传播的动量一(k - p) 二 p - k. 容易看

出 p → χ 时，这个积分是发散的，发散的幕次不大于 2. 在物理上，这是由于

虚正负电子偶有无限多的能量动量 p， 亦即 Dirac 场有无限多个自由度.

3. 顶角的发散

Feynman 固图 8-3 是对 QED 顶

点的 2 阶徽扰修正，包含 3 个顶点.在物

理上，立表示在参与作用的两个粒子之间有

虚光子交换.在图形上，宫是在原布顶点的

两条粒子线间有光子传播线连接，形成巾两

条 Ferllli 子内线与一条先手内线围成的闭

合圈.由于交换的虚光子有无限多的能量动

k' 

量 k' ， 可以预料，这个修正也是发散的. 图协3 顶点的 2 阶修正

顶角函数 rl~2)(p'.p) 图8-3 中闭合圈的贡献为

,.,. . r d4 k' 、
(2π )4&4(p' _ P _ k) I 一一(-inλ)iSdq')( -iημ )iSdq)( 一 i旷)iDF忡忡')

J (2rr )4 

=一ie(2霄 )4&4(p' 一 p - k) Jlμ (2\p'. p). (10) 

，啊" r d4 k' 、
J1~~J(p' ，fJ) = ie~ I 一-俨 SF(C/) 可μSF((/) 俨 DF>'I' 忡')J (2rr )4 

一 υ2f d4k'lad'-w +111 jJ -f+ m l' 111 
- .'" J (2rr)4 k'2 11' (p' _ k')2 _ m2 '1" (p - k')2 ~ m2 I ' 飞晶晶

这里对 DF>，，， (k') 还是取 F('~'nman 规m 可以看出，在虚光子动量 k' → χ 时，

修正项 Æ~2)(p'.p) 是对数发散的

术作修正的简单顶点 (corner) 对 S 姐阵的贡献是

一 ie( 2汀 )4&(ρ， - p - khμ· 
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所以，考虑上述修正后，相当于作代换

、 -42)(PV)= 飞 + AÄ2l(p'.p). 叫

这种包含了修正的顶点，称为 1页角 (vertex)‘描述顶角的函数则称为顶角函数.

上述 rJ2l(p' ， p) 就是修正到微扰 2 阶的 QED 顶角函数.顶角函数可以一般地写

成几(p' ， p) ， 它是四雄矢量，有一个指标 μ. 巾 f能量动量守恒仨只依赖T两个

四维动量 p 与 p'.

4. 表现发散度

原始发散、表现发散度和 Weinberg 定理通常把根据 Feynman 图得出的

动量积分称为 Feynman积分积分发散的 Feynman 图，称为发散困.从上述电

子自能积分等兰个例子可以看IH，发散图一般都含有由内线围成的闭合圈.一般

地说，若发散出现在最后一条内线的动监积分上，把闭合圈的→条内线切断，所

得的图就不再发散.若切断任一内线所得的图不再发散，贝IJ这个发散就称为原

始发散，而把这个发散图称为原始发散国

发散部发生在积分的上下限.在积分下限动量→ 0 时出现的发散是红外发

傲，在积分上限动量→ :)0 时出现的发散是紫外发散.前面已经指出，红外发散

摞自对物理的过分简化，在理论上不存在原则困难.我们只讨论原始发散图的

紫外发散.

积分表达式中分子(包括积分i制度)动监事次与分母动址幕次之差 D. 的:为

这个积分的在现发散度 (superficial degree of divergence). 若把时空维数写成 d.

则上述电子自能等 3 个积分 E(2 1 (p). [Jβ ( 1;) ‘和 42)ω七 p) 的表现发散度，依次

就是 D = d - 3, d - 2 和 d - 4. 与时空维数 d 有关.

D 注 O 时，积分在动量趋于无限时是发散的. D =0 时是对数发散• D = 1 

时是线性发散• D=2 时是 2 次发散，等等.但是 D < 0 时积分不一定收敛.
根据 Weinberg定理①，只有当 Fevnrnan 困及其所有子国的在观发散庄都为负
时，积分才是收敛的

徽扰 QED 的表现发散度 每个闭合固有一个强立动结积分，对 D 贡献

d. 每条光子内线对 D 贡献 -2，每条电子内线对 D 贡献-l. f是，一个 QED

Feyn皿811 图的表观发散度就是

D = d .{ - 2b - f. (1 -1) 

其中 l 是闭合圈数 b 是光子内线条数• f 是电子内线条数.

。 S. Weinberg, Phys. Rev. 118 (1怖。) 838 
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另一方面，闭合圈数 l 也就是抽立动量数，它应等于全部积分动量数减去它

们之间的守恒条件数.全部积分动量数等于全部内线数，而积分动量之间的守

ti'f条件数等 f'顶点数减1.这里除去了喂个图的动量守1'8:条件仨对内线动量生无

约束.于是有

1=1+b-n+ 1. (1.':i) 

其中 n 是顶点数.把它代入 D 的丧达式中，就有

D 二 d(f + b - 11 + 1) - 2b - 1 = (d - 1)1 + (d - 2)b - d( 1l - 1). (16) 

此外，每个顶点有 2 条电子线和 l 条此子线，真中外线只算 l 次而内线要

算 2 次，所以还可以写出

21 1. = F + 2}\ n=B+2b. (1 7) 

其中 F 是电子外线数， B 是光子外线数.从它们解出 1 = n-F/2 ‘ b = (n- B)/2. 

最后就得到

D=(d- l) (n-~F)+(d 一斗(n - B) - d(n - 1) 

=d+i(d-4)→(d 一 I)F - ~(d - 2)B. (1 8) 

吨 d =-1 时 D 与 η 无关. 时空是四维时， QED Feynman 国的在观发散

皮 D 与微机阶数 η 元关，发散积分的种类有限.这时

D=4:EBP(l9) 

只有有限个 D 注。的解.在后面将会看到，发散积分的种类有限是一个理论可

重正化的必要条件 (.sine qua no叫.

8.2 正规化

电子自能、光子臼能和顶角发散，是微扰 QED 高阶紫外发散的根摞.从这

几个过程的物理来看，发散只是虚位子在高颇小距离的行为，计算结果还包含

有限而合理的部分.如何把这有限合理的部分从发散的无限大中分离出来，这

就是发散项的分离问题.为了进行分离，可以先把发散积分写成某一有限表达

式的极限，然后从这个表达式中分离出与极限过程无关的真正有限部分，最后

再取极限.这种把发散积分写成一个有限表达式的极限，从中分离出与极限无

关的有限部分的做法，称为正规化 (reglùarizatioll) . 

最简单和l1ê[接的做法，就是为积分设定一个截断上限 k ζ A ， 从积分结果中

分离出与 A 无关的部分，再取极限 .1 →∞.这称为截断正规化.也可以插入一
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个极限趋于霉的项，例如修改克子传播函数，

k2 k2 k2 - JU2' 
(20) 

从而把 k>M 的部分先滑地截断，而取 JU →!且在物理上，这相叫于~I进一个

虚构的质量为 M 的场，考虑一种虚构的重克于放应，最后取极限 M →父.这

就是著名的 Pauli-Villars 正规化①-为了处理畅 -Mills 规范场， 1972 年 't Ho呻
与 Veltman 提出了维数正规化 (dilnensional f('gularisation) ⑦.即先把动址空

间的积分推广苦IJ d 维，最后再令 d →.1.而为「对规范场进行非微扰的计算，

Wilson 尝试把时空离散化为网恪 (lattice). 把场定义在恪点上，最后再令恪点距

离 α → O. 这则是格点正规化 (lat.tice regularisation) ③.还有其'l:;的正规化方
法.这些正规化都是等价的，得到的结果与所引入的参数 A. M , d ， α 等无关，

只是具体算法与适用的问题不同.我们这里采用维数正规化.

1. 数学准备

量铜分析在 d 维时空，作用量就是

8 = f ddX .c (2 1) 

宫的量纲 [S] = 1 ，所以

lι] = L -d = Ad . (221 

这里 L 是长度 ， 11 是动量.巾 r [DI"] = L -1 ， 由 Maxwell 场的 ι= 一( 1/-!) F.μ"F抖，

可推出

[AI'] = ([ι][Lf)I/2 = U- d/2 = Ad/ 2- 1. 

同样，由 Dirac 场的 ζ= 1þ(iìμθμ -m)ψ 可得

[1þ] = [1Þ] = ([ι]L)1/2 = L (l -d)/2 = 11(d一 1)/2

而由马 = -q1þìμψAμ，可以定出 QED 桐合常数 q 的量纲

[q] = [.cI][U'r 2 [A1,r
1 = L d/ 2- 2 = A2- d/ 2 

在普通的四维时空， d = 4. 有 [q] = 1.而一般地，可以写成
2-d/2 

q=μe， 

μ 是任一质量参数.这样 e 就是与维数 d 无关的纯数.

。 W. Pauli and F. Vi llars , Re,'. Mod. Phys. 21 (1949) 434. 

( G. 't Hooft and M. Veltman , NucJ. Pbys. B50 (1 972) 318. 

(K.G. Wilson , Pbys. Rev. DI0 (1974) 2445 

(23) 

(2 .1) 

(25\ 

(26) 
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Feynman 折叠公式 计算 Feynman 图时，往往需要把多个分母之积折叠

成它们线性叠加的需次，再利用对称性化简.最简单的 Fcynman 折叠公式为
(1 dr 

ab 人 [u;r + b(l - .r)]2' (27) 

z 称为 Feynmall 参数、所以这类公式也称为 Feynll1an 参数化公式.这个公式可由

!1飞 (b d:: 
一一十二

ab b - a \ a b) b - a λ~2 

代入 z= ω+ b(l - x) 而得.为了避免奇点 α = b. α 与 b 可取复数.

把 (27) 式对 b 微商，可得

--;::- = (dxdlJ&(.r +ν 一 1)~un-l 1 
αbn }o ---.-.-,- '.-. -, (ω + by)n-+-l 

积分限受 x+y=l 限制.由此式和 (27) 式，用数学归纳法就可以证明

(28) 

(29) 

(l t L C:/~ 1\ η 一 1)!
一一一一一 I dXl山:2'" dX n &(艺.r，一 1) ï 、， (30) 
al a2 … α" 。 {α III + α2I2 + … n) 

积分限受艺 X， 限制.对上式求微商，还可得到更普遍的 F町llman 折叠公式

F(ml +... + m.1I 2 r dXl 仇吃Xi 一 l)HZ俨 (31)
aT1 … a~'n f( m.t)… f(m ,,) }O 

-~1 ._-" -\L..,.,-. -, (EαiXi)Emi 

此式当 m.，不是整数时也成立.

d 锥斗矩阵在 d rtE闵氏空间，有 d 个吁短阵 ìO ， ')'1. ….俨-1 仍有

{俨， γ'} = 2gμ飞 (32) 

其中 gOO = 1. gii = -1. i = 1 、 2. …‘ d- 1.-F是有

6飞 =d. ?μ7μ =d. ')'μ 吁:" ')'μ =-(d-2)俨.

7μ7叫P')'μ = 4g"P 一 (4 - d) 可，"γP.

可叫'/ ')'P巧'乃μ= -21"1('俨+ (4 - dhν7ρ俨 ~ (33) 

tr(奇数个可) = O. tr(l) = f( <I). tr (-yl-'俨) = f(d)gμν' 
tr(俨吁λγμ俨) = f(d)(g"λgμ"-gκμgλν +gκVμλ) , 

其中 f(d) 是能够满足 1( .1) = 4 的任意函数.
d 维动量积分先来计算在 d 维间氏空间的积分

2 \ r dd p ( -1)" i f(α - d12) 
l( m.气。) = I 一一一 =一一一 一一一寸万

J (2π )d (p2 
_ rn 2)o (4汀 )d/2 f(α(m.2 )Q 叫·

(34) 

作 Wick 转动，转到欧氏空间(参阅 5.3 节 2). 就是

I(m气。)=(-l)"i{ 生号内-_?) (2川d (p圣 + m.:l) 
(35) 
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取球极坐标，

LA 
AHH 

-K 
AO tk 

ud 

。
F
-
F
E
E
t
E
E

‘
，

ι

一
「

J
=

-
d
U唱
E
E
E
-
a
t
k

Av 
pu nr ·--A JU 

ru p -­E ny 
JU JU 

(36) 

并用公式

fπ k ，... r= r( (k + 1)/2) 
I dOsinrcO =、hr0------- - V.. r((k+2)/2) 

{'X X ,J dx r(( :3 + 1)/2)1、(0 - (:'1 + 1)1'2) 
-一Jo (泸 +m2)叮 2r(α)(m2)"一(β+1)/ 2

(:37 ) 

(3抖)

就有

(一 1 )", i r也 !PE!d一 ld!PE! 广 dØ'n r 
/(m2

• o:) = 一一- l l H l -JOktih 
(如 )d 九 (]J~ + 付12)白。凸 Jo

(-1 )白 ir (dI2)r(α - d/2 2 一 1)" i r(α - d12) 
一(扣)d/2 2(m2)n-d!2r(α ) r(d/2) 一( .，π)'1/2 f(α )(m2 ) ，， -d!2 -

"U EB ( 

利用平移不变性 f ddpF(p + q) 二 f ddpF(p) 
) } ( l ( 

可以把公式 (34) 改写成

lri巾一1(' i I(α - d/2) 
一一一 =一一一- 2 (』 l)
(2π )d (乒 + '2P(/ - 111勺。 (4π)'1/2 r(n)((p + m2 )叶一 r1!

两边对 qμ 微商，巾'仨还可推出

f ddp pi( -1川 W(0 - (/2) 
一一 =一一一一一 (-12) 
('2刑 d (p2 + 2pq - 111勺。 (4π )d/2 r(什 )((P + m2)n-d!2 f ddp 州 (一l)n- I i俨机 1 - d/2) 

-一-丁 =一一一一~:J ... \'"" ~/J~~' (.tJ) 
('211' )d (p2 - m 2)<> (4汀 )d/2 2 

在运用这些公式时，要注意适用条件，例如 (34) 式的收敛条件是 d< 趴

此外，这些公式是在 d 为整数的情况下得到的，而在使用时却常常需要解析毡

拓到连续的情形.物理学家一般注重实用，凭亘觉相信这种延拓在物理上成主，

而把严格的证明留给数学家.详情可参阅 't Hooft 与 Veltman 的文章①.下面

再给出相关的 r 函数公式.

r 函数前面已经用到 r 函数的基本公式

f( l) = 1, r( 1/2) = ..j王 r(z + 1) = z f(斗， (.U) 

( G. '\ Hooft anu M. Veltman , Nucl. Pbys. B44 (1972) 1 的，



8.2 iE 规化 169 

以及 Euler B 函数①

B(.r. y) = (C 工主乙 =2f/2(sillt)2z l(cost)2rldt= 旦旦丑Jo (1 + t)HY - Jo \---"I~' ~ r(.r + y) . (45) 

(37) 与 (38) 式就是上式的应用. r 函数的 \Veierstrass 无穷积为

古 =21(l+:)e 巾 (46 ) 

真中 7 是 Euler 常数

7=JEEc(l+;++;-M)=om157(47) 

在工 =0 点附近的展开是

rh)=l-7+0(ZL 
Z 

而在 :r = -11 附近的展开是
(一 1)" I 1 . rool J 

印)=丁~ I~ 一刊 l+ +;+O(ε) I . 
其中 ε =x+ η.

2. 几个发散积分的正规化

电子自能推广到 d 维，榈合常数 F → 1，2-<l/2C. 电子自能积分就是

(2)/~\ ~ ;，， ~-d ，， 2 r ddk =gμV ""， J1 忡忡 il-l~-de2 I 一寸一-;'1 一一一一J (2π)d ,,2 I P _ ~ _ m 可

一 :..4-d~2 {ddk 1 (d - 2)(p 一~) -md 
一一.，，，"'、 J (27r )d k2 (p - k)2 - m 2 

(48) 

(49) 

( ddkd - 2)~+ md 
= -i/l..-ae~ I 一一一一一一n\2 1.2-"'.~2"'-- (50) J (2汀 )d (k + p)2 k2 - m 

上述两段依次是 d 维可短阵运算和动量平移 k → k + p. 再用 Fe~lDman 折叠公

式 (27). 以及 d 维积分公式 (41 )和(42). 可以算得

{1 -, _{ddk (d-2)~+md 
E(2)(p) = 一 i/L4-de2 I d.r I I~寸

Jo -- J (27r )d [(p2 + 2pk + m2 )工 + (k2 - m2 JF 
μ4-de 2( 一 1)2i r(2 - dj2) {l d.r [-(d - 2)px + mdJ 

(4汀 )d/2 f(2) 九』与2 + m2 一 (p2 + m2)xJ2 -d/2 

_ ...I-d~2 f(2 - dj2) t dx[-(d - 2)p(1 - x) + md] 
l(51) 

(4汀 )d/2 九 [m2x - 1h :(1 - .r)]2-d/2 ' 

①主竹漠、郭敦仁. <<特殊踊数榄i仑)) .北京大学出版社 2004 年 99 页
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最后一步是积分换元 z • 1 - x. 现在令 d =.t - E. 井利用 (48) 式和

就有

aX = ex1na = 1 +xlnα +O(X2 ). 

{l -' [一 (2 -ε)p (1- x) + (4 - E: )m] 
E(2)(p) = ~~ r(ε 12) I Jo U~ {[m2x - p2x(1 - x)]/(4叩2)}ε/2

勾去 G-叫lri中2jÍ( 1 一们叫+咿(1 - .r) 一叫
2.r - p2 .r(I- x ) 1 

-EI-2d(l-z)+4mlh4叩;- -, J 

勾去{( ~ -可)11 

dx[-2 jÍ (1 - 工)+机 ]+21
1

崎(1 - x) - m 1 

r1 
• , " 1112X - p2x (l - .r) 1 -L dz[-Ml-z)+hlln4πμ2 - , J 

=乒 I (~一刊 ln 的+;一 ln 哼J(..jm - p) 
4π| 飞 E ~μ~ I 

+ 11 

dx(2 jÍ x - 4m )叶乒) ] 

(52) 

略去的项是 O(ε) 的量级.可以看出，气 ε → o 时，只有含 ljE:的一项发散，真

余的项是有限的.这就把发散项成功地分离出来.

光子自能 d 维形式的光子(1能积分可以写成

( ddp , r. p + m p 一 ~+ml
n~~}(k) = ij.t4-de2 I 一-tr| 一一一 | J (如jd tr l ìμp2-m27u(p-k)2-m2l 

(54) 

其中分子为

tr [,ll( jÍ + mhν(p 一~ + m)] = trhllP可，，(jÍ
_ 

~) + m2.，μ ，，，] 

= f(d)[2pμPν -pμ札 -pνkμ - gll ,, (p2 - pk - m2)]. (55) 

用 Feynman 参数，把分旺折叠成

{[ω - k)2 _ 
m2]x + (p2 _ 

m2)(1 - X)}2 = [(p - kX)2 - m2 + k2x(1 - x )f. (56) 

对 p 的积分作平移 p → p+ 缸，使分母成均 p2 的函数，井注意分子中 p 的线性

项积分为霉，就有

f 呻
2肌 - pllk" 一阶 - gllν (p2 一川 _m2 )

二

(2霄)d [(p 
_ 

kx)2 - m2 + k2x(1 - x) ]2 
r ddp 2pμp" - 2kμ k"x(l - 叫 -gμν怡2-k2x(1-x)-m2]

= I 一 ~øI "PIJPlI .6oo '''þ ", vw\'&' "'J ::/J.1 v LJ-' '" w\ .1. oI..r l (57) 
J (如)d (p2 

_ 
m2 + k2x(1 - x )]2 
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记住还要乘以 f(d) 并对 Z 积分.用公式 (41 )与 (43)，就有

{1 一 r(1 - d/2) 
n~~)(k) = i川-d f'2 f(d) I dx一寸万Jo --(-1π )d/2 2r(2)[m2 - k2x(1 - x)P-d/2 
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(2kμ阳(1 -.r) - Yj", [F.r (l - .1') + m 2
12( 1 - d/2)} 如ν (2_d)+--"-V-'- ') ;'~:~.，- _\ -,. ... J2(1-d/2)~ 

rn2 - k2x(1-x) -,' '.'-'1 
μ~-dC2f(d)r(2 - d/2) t -，- -2(yμ"k2 - kμ Æ: ，， )x(1 - x) 

(4霄 )d/2 Jo 一 [m2 -k2x(1 一叫j2 -dj2

1. 1. 1.2\ (I d.r 叫 1 - .1:) =:-:. f(d) r( 2 - d/2)2(ιι - YlJ llk"') L frm2 _ ".2 r (1 -'r\ l!(~7I"1J 2H2-d/2' (.'58) Hμν Jo {[m2 - k气(1 - x)1/(4叩2)F- d

代入 d=4- 1: ‘ f(d) 勾 f(4) =.1‘并用展开公式 (48) 和 (52). 最后得到

呵?(k)= 去 (J..~lJ k" - YlJ lle) {~ -斗+川一 lI15

-斗6叫1
1

dxx(巾缸川川Z口叫叫Z叫呻(μl 一 叫巾叫h叫[1 一 二乒x(l 一→斗z叫十)
当 E → 0 时，只有含 1/1:的一项发散，其余的项是有限的.这就把发散项分离了

出来.

顶角发散 d 维的顶角函数是

(ddJ,.' 1 ~'-1' +m 1- 1'+ 
42)(P' 俨旷VjiEEFFhpf-AJ川

先来折叠其中的三个分母.可 n=3 时，公式 (30) 为

c=JlEizll-zdUI川y+cjl-z-u)l3
于是

k'2[(扩 - k')2 - m 2][(p - k')2 - m 2J 

=2 才扑〉4f1•-
=2 ( (广l←-.r dxdy 

Jo Jo 忡'一 px - p'y)2 - J尸P'

M2 = m 2 (x + y) + 2月'zu-tr(l-z)-p'2U(l-u).

在对 k' 积分时作换元 k = k' - p.r - p'y. 就有

r ddk r1 rl - x G 
AY)(内)=一旷-vjfizFLdzti 川2-L2)2·

Gμ= 可ν [(-~x+~'(l-y) 一~ + I7/hμ [1 (1 - .r) -1'ν 一~+叫俨.

(61) 

(62) 

(63) 

(64) 

(65) 
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再来算其中的吁矩阵 Gμ· 注意 (64) 中分fJJ:是 k2 的函数• Gμ 中 k 的线性

项对积分无贡献，可以去掉，所以

Gμ= 可，，[( -jlx + jI'(1 - y) 一~ + mhJ [P(l - x) - jI'υ-~+mh" 

=Kμ (k) + 凡 (p.p'.x ‘ y) ‘ (66)

其中

Kμ (k) = 可"hl'~γν= 丁ν(-1μe + 2kl'~)俨 =(d-2)hμe - 2kμ1). (67) 

Pμ (p. p' , ;1:. y) = 飞，[( -jlx + 旷(l -y)+m]γμ [1 (1 - .r) - p'y + mJ俨

=2[x(1-3以114; + y(l - y)，飞IJjI'一 (1 - x)(l - y)，γJ' 一句"吓IJp]

+4m肌 (1 - 2x) + p;,(l - 2y)]- 2m飞μ ‘

这里凡协p人 x.y) 的第二个等号是 d=4 的情形.

其中

把上述 Gμ =Kμ (k) + 凡 (p.p'. x. y) 代入 (64) 式，就有

2 r ddk t ..1._ t-r. 1-. Kμ (k) + ~μ (p.p'. x. .11) 
A~2)(p'. p) = -i2tl -l -de2 I 一.~d I dx I J (2π)d Jo -- Jo -'" (k2 - .'12 )3 

=AZL(p'?)+A白 (p'.p).

4(j p) 二→2μ4-dJ flE117fl 飞iy (二!fEIfI， (k)Jo -- Jo .." J (2川 (k2 - !lf2)3 

胁'俨旷叫I叫l马f{;5?;71;):)
可以看出，气 d → 4 时 .1~~归'.p) 是发散的，而 AF;(P'?) 有确定值
(67) 式，完成对 k 的积分，最后得到

AZL(P'IJ)= 一旷dJ flEiz fl zdd鸟(d-2);hk277M)
Jo _. Jo '" J (271")d (k2 - ft.[2 )3 

2J1-1 -de2 r1 
_1_ r1

-
X ι7μ (d - 2)2 f( 2 - d/2) 

(4汀)d/2 J。 一 Jo -'" 2r(3)(M2)2-d/2 

2α可μ t ..1_ t-x 
..1.. (2 - E)2r(E/2) 

471" Jo .- J，。可 4( !lf2/4叩2)E/2

α飞， (2 ? ~ r1 . rl-x... ")\ 
:::;:τ!.!:.l- -γ+ ln4霄旷- 1 - 2 I Jx I dy lnM" I 

哈瓦飞 E 10 10 / 

其中第一项 α飞/2时是发散的.

(68) 

(69) 

(ïO) 

(71) 

代入

(7:2 ) 

从 (68) 式可以看出 • p.μω， p' ， x.y) 中不含 k， 可以移出对 k 的积分占全外.这
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个积分不发散，宦接取 d = 4. 就有

胁'扣一i2e2 r dJ' r飞的(p.p' 叫l!坐
。 o --.7- '"'' - - -.7' J (27r)~ (k2 - /112)3 

=tJl叫l rduR.(节 x.y) (73) 

8.3 QED 的单圈重正化

正规化只是分析发散积分的一种数学技巧，其最终目的是为了消除发散.

若在计算中出现发散的无限大，而计算本身在数学上没有错，贝IJ问题就出在物

理上.物理学家查错的程序，一般都是从浅层往深层找.前面引述的五竹琪、

Dirac 与 Feynman 的看法，都是从深层的意义仁说的 Feyllman 想到了量子力

学，相对论，定域性，概率性，以及因果性和能量的正定性，这已经到了物理最

深层的基础.大家当然希望把问题解决在浅层，不是万不得已，不会轻易去碰物

理学这座大厦的基础.

最浅的层次，就是物理的模型，亦即所假设和采用的模型拉氏量.迄今为

止，我们使用的 Klein-Gordon 场， ~la.xwell 场 Dirac 场，以及根据定域规范

不变性原理所引入的相巨作用，都是物理模型.如果发散只是模型的问题，那么

通过修改这些模型，就可以把它消除.这个修改，将会涉及重新调整和定义模型

中所包含的参量，如质量，糯合常数(电荷)，场的 H

作者陈为重整化.

1. 抵消项

物理参数和物理粒子 QED 的拉氏密度是

ι =fþi吁吁μψ 一副 - e1j'州μ 一 :(OA-M)2-j(V)2 (川
为了便于下面的分析，这里把 Dirac 场的功能项与质量项分开来写.上一章的

各个实例表明，在最低阶散扰近似下，这个模型拉氏密度是符合物理实际的.所

以，这个模型中的粒子质量 m 和捐合常数 r 就是实验测到的物理量，分别林为

物理质量和物度电荷.这个模型所描述的鞋子则林为物理粒子.

抵消项散扰 QED Fey且mall 图包含电子线、光子线和 QED 顶点这三种基

本构成单元，前面讨论的电子 11 能、)1(;手 1'1 能和顶角函数分别是对它们的散扰
修正，称为辐射修正.例如图8-4 的 (a)~(叫，就是对入射电子线、光子传播线

和入射顶点的辐射修正.这些修正项中包含发散的无限大，就意味着散扰 QED
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的高阶过程都存在发散问题.这说明， (74) 式的模型民适用 f最低阶微扰的情

形，忽略了重要的高阶放应.对于高阶微扰，需要对 (74) 式进行修正.为此，可

以引进一些高阶项，来消去这些在高阶出现的发散.这是 1 !l54 年 :-'latthf'\\'S 和

Sa.lam 提出的做法①.这种能消去高阶发散的项，椅林:为才抵氏，肖 z项员 (μιCω-飞，'0ο川}川1

前面算得需耍被抵消的三个发散项是

子 (47rt-d)-J主 (k/1 J.~1) - 91"'1.'勺， iif(75)
~rrE JrrE 

它们分别来自电子自能、光子自能和顶角函数的维数正规化. 11]f- α= 川/h.

这三个发散项与电子质量 m 和动量 p 、光子动址 1.. 以及它们之间的桐合常数，

有关.电子动量 p 和光子动量 k 分别与它们的场1/'和 .411 有关.所以，可以尝
试引进抵悄项

6C =叫i叫ψ-6mlþψ-ð巾州 -ju:t(θ'I' A" - 0I) A I' }2. 川
其中 6Z2 ， Ó肌 k 和 ÓZ3 是 4 个待定常数，用来调赞计算结果使之刚好与上述发

散项抵消.可以看出，除了规范固定项以外.上式与 (74) 式结构完全相同，只

是参数不同. Óm 与&分别影响粒子质量 m l-j电荷 ι 而 ÓZ2 与 ÓZ3 分别影响

场 ψ 与 Aμ 的归一化，从而影响粒子动量 p 与光子动结 k. 规范固定项是用来选

择规范的，只能有一个参数人没有与之相应而姐主的抵消项.

(a) 
'b 

(C') 

图也4 微扰 QED 的几个 4 阶过程

抵消项的 Feynman 规则 这样引入的抵消项可以写作一些新的相豆作用

项，其中前两项给出一条电子入射线和一条电子出射线相会的两线顶点，第气

项给出两条电子线相一条光子线相交的三线顶点，第问项给tH 两条光子线相会

的两线顶点.它们的动量空间 1 垣阵元的 Feynman 规则有1图示如下:

·电子二线顶点:每个电子二线顶点贡献一个因子 i(ÓZ2P - 6m) ， 图示为

p p 

·尤子二线 Týj点:每个光子二线顶点贡献一个因子一i6Z3 (gμ叩2_kμ J，:"). 图

示为

( P.T. Matthews and A. Salam , Pbys. Rev. 94 (1954) 18.''>. 
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k k 

-1'参止三线顶点:每个修正三线顶点贡献一个因子 -ióe(2π) -I ò(艺]1，)气，飞图示

为

2. 重正化

常敬的确定 引入抵消项后，电子!'J能项的贡献应与电子二线顶点的贡献

相加.要求除去两条电子外线后的部分
『 α 引 1

_iE(2l (p) + i(ÓZ2P - óm) =一 i I n~_ (4m - p) + E~2)(p) 一( ÓZ2' - bm) I l27rE ' r '." , J 

=一iE~2}(p).

其中 E~2)(p) 是 E问归)减去发散项后剩下的有限项 由此可走出

(ïïl 

2α 
ÓZ2 = -;;:.一.加=一-m. (781 

zπE 7rt" 

同样，光子臼能项应与光子一二线顶点的贡献相加.要求除去两条 yt子外纯川的

部分

i Il~'V (k) - iÓZ3(9μ咄2 _ kμ k"') 

=ili二 (klJ kv - 91' V
k2 ) + Il~~L(k) 一 ÓZ3(9叫2 一川) ] 

=iHCv(k) 

E;2ν (k) 是 Il~'V (削减去发散项后剩下的有限项这就走出
?,‘ 

ÓZ3 =一二二 . 
.iíi: 

最后，除去外线和共同因子 -i(2汀)-I ó(艺p，). 要求顶角部分两项相加为

(';"!J) 

(801 

eA~2) (p'.p) + Ó的μ=r|22丘+ ，1~~;(]/ ， p)1 + Ónl' = e.1~2~(p'.p). 归)
L :liTê 

A巴 (p' ， p) 是 .1~2l(p' ， p) 减去发散项后剩下的有限项.于是走出

bf=-2-t2.(82) 
27rE 

如上确定常数后，三个原始发散就都被减除了亦即，相豆作用 -e'~!γ叫'AJJ

所引起的二级修正(电子自能、光子向能、顶角修正)中的发散部分，可以用抵
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消项的一级贡献完全消去.所以，在实际计算中可以不必考虑辐射修正的发散

部分，只保留真有限值的贡献.

由于无限大加上任一常数还是无限大，所以.tE规化的方案不唯一，减除发

散项的方案也不唯→.这里采用的方案称为最小减除方案 ìc 为I\1S. 上→节的

正规化计算结果表明，三个原始发散的 2/E 都有一个共同的相加常敦 ln.lir -飞，

若把这个常数也归入发散项中一并减除，这种方案就称为修正的最小减除才幸.

记为 MS. 它们都能保持协变性.我们就不深入这种细致的问题.

重正化引入抵消项后拉氏密度可以写成

c=对i叫Ib 一ω1[， 1/' - Z 1 (; "0州14-iz川v -Üv A ,, )2 - ~ (iJ"A叩(问)
其中

óe 
Zm = 1 +一 ZI = 1 +一 Z2 = 1 +ÓZ2. Z3 = 1 +6Z3 , (RI) 

In f 

定义

(叫/21)吨 =Z川
rnB=ZmZElm-fB=ZIZFI Z二 l/2r.λH=Zilλ.

t 1';)) 

上述拉氏密度就成为

CB = ~B (i9?- 1HB)U'B - fB Z,BÎ1,4" BAti - ~Uìl' An-川~)2 _宇阳γ(州
与 (7.1)式的结构完全一样.所以，引进抵消项 (7fi) 的放果，相、气 j二是用 (8，)) A 
重新归一模型中的场量 ν.Aμ. 有1重新定义模型参址 171 ，俨.即重新 1)牙一和i 定x. l' 

模型.

这种重新归一场量和定义参量的做法，就称为重正化 (r(' !lorlll ll. lizat i011 )‘用

来进行重正化的常数乙、 Z2‘马 ， Zm 林为重正化常数‘而重.tE化的参数肌 f\

则称为重正化参数.英文 renormalization 的含义，是重新归一化，包含 (;{.j 这

些量的重新定义.中文用重正化，也就是重新正名，』j奠文即:意是→致的‘

注意这个程序是可逆的，从 (SG) 式出发，用 (85) 式重新归一相定义民l|IlN

场量 ψB ‘ A~ 与参量 mB ， ('B. 就回到了 (8:3) 式.这.tE:是 Malthews 和 Sala l1 l 之前

的旧式重正化的做法仨有一个亘现的物理诠韩.

重正化的物理诠释 如果从 (86) 式出发，贝Ij这个模型中的质址 11怡和JI tJ， {,:f 
eB 都不是实验观测到的物理质量和电荷，场量阳和J Ati 描述的也不是实验 {I[

测到的电子和光子.亦即，这个模型的最低阶散扰所描述的，是一种尚未进行物

理修正的"裸露" (barc) 的胆子，称为裸位子嘻而这些量则椅:为裸量只有计J?:

高阶橄扰，考虑了它的辐射修正，才能给出物理的结果.
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一个在传播的裸电子，对它的辐射修正就是它的自能积分，亦即考虑它不

断地放出和吸收虚光子.考虑了放出和吸收虚光子的过程，这个裸电子就被虚

光子围绕，穿上一身光子衣服，不再裸露，成为实验观测到的物理电子.由于携

带虚光子，物理电子的质量比裸电子增加.对裸质量 mB 进行重正化，给出物理

质量 m. 这就从棵质量中分析出质量抵?消肖项 ómη

同悻，一个在传播的裸光子，对它的辐射修正就是它的自能积分，亦即考虑

它不断地转化为虚正负电子偶，又由虚正负电子偶转化为光子.考虑了这个真

空极化过程.棵yt子就被虚正负电子偶包围，不再裸露，成为实验现测到的物理

光子.由于真空极化，裸电子也被虚正负电子偶包围，其电荷被屏蔽，有放电荷

减少.对裸电荷 eB 进行重正化，给出物理电荷 e. 这就从裸电荷中分析出电荷

抵消项 k

裸的场量问与 A~ 是描述裸粒子的，它们的产生消灭算符描述一个棵粒子

的产生与消灭.由于物理粒子携带着许多虚粒子，物理粒子的产生消欠算符与

裸粒子的具有不同的归一化.对裸的场虽年!B 与 A~ 进行重正化，给Ul物理的场

量 v 与 Aμ. 这就从中分析出因子 ÓZ2 与 ÓZ3'

归纳起来，对裸的场量可蚀 ， A~. 质量 mB 和电荷 PB 进行重正化，就从aι IfJ

当中分析出抵消项 óC. 使得模型拉氏密度从 (86) 式的 ιB 重正化为 (83) 式的 L

在这个意义上，描述裸粒子的拉氏密度 ιB 称为裸拉氏密度.而分析出抵消项的

拉氏密度 ι 贝IJ称为重正化，拉氏密度.

可以看出，这种从棵拉氏密度出发的重正化，实际上是把辐射修正计算中出

现的发散项部归入到未重正化的裸世之中.裸量的概念，就是用来掩盖无限大的

"地毯现在，从直接引进抵消项以修正模型的观点来看，与其把发散的无限

大归入裸量之中藏到地毯底下还不如直截了胃地承认，是用抵消项把它

们"拿掉"了 Bogoliubov 和 Shirkov 在他们的经典名著里，就使用了 remo\'al

of divergenCE'-S (发散的移去)这个词①

雨点讨论巾f ÓZ2 =-α/2πε = 6e/e. 从 (84) 式可以看出

ZI = Z2. (87) 

这是 8.5 节将要讨论的 Ward 恒等式的结果，不仅限 F-=':'阶散扰，对任何阶橄扰

都成立.由于它们相等，所以

f =ZJIZJ;/2 俨B=z;/2fB· (88) 

。 N.N. Bogoliubov and D.V. Shirko、 lntrodurlton tυ thε Theory ul Quanhzed Ftelds. Third 
副ition， John Wiley & Sons , 1980. 
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即顶角函数与场 ψ 的重正化对藕合常数的作用互相抵消，电荷重正化单纯是真

空极化的效应. 辆合常数 E 与场 ψ 及位子质量 m 元关，是普i是常数.这就意味

着，在同时包含两种不同 Fermi 子例如电子与 μ 子的 QED 模型中，光子与这两

种粒子的藕合常数相同，都是 e.
由于在维数正规化中 r → μ2-d/2e . 所以 (88) 式在取极限 E → 0 之前可写成

e = Il- é / 2 Z~/2eB = f.i -é/2 (1 _ '" e二)1/2fB·(89)
飞 6π2 f. J 

官给出了桐合常数 E 随参数 μ 的变化.记住常数 eB 与 μ 无关，求上式对 μ 的

微商，然后取极限 E → O‘就有
δe é 

μâJ.l = 1271"2 

这个方程表明 e 随 μ 的增加而增加，它的解为

具有 Landau~ ，点

r, e2 (μ。)μ ， -1
e2 (μ) = e2 (向)jl- t:;工Tin-|

Lυ""0" 

(90) 

(91) 

μ=μoe6J/JMo).(92) 

参数 μ 具有质量的量纲，在这里是动量的标度.所以， 辆合常数 E 随着动

量标皮的增加而增加，亦即随着距离标度的增加而减小，是变动的，并非恒量

这就是 QED 桐合常数的渐近行为.在物理上，这是真空极化的结果.由于真空

极化，电子处于虚正负电子偶的包围中.每个虚正负电子偶部相当于一个小电

偶极子，它们在电子的作用下，正慌朝向电子，对电子电荷产生屏蔽.越靠近电

子，屏蔽越小，测到的电子电荷就越大. QED 桐合常数的普适性和变动性，是

重正化给出的两个重要结论.

8.4电子反常磁矩

现在来算一个辐射修正的具体例子，井结合它给出一些重要的公式和概念-

1. 顶角函数与形状因子

顶角函数几(p' ， p) 考虑电子被重靶的散射 s 姐阵的散扰展开为

+…‘ (93) 

这里用实心圆表示完全的 QED 顶角，它是切掉外线的最低阶顶点与所有顶角圈
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图修正之和.看上面的顶角，等号右边第一项是最低阶的简单顶点，第干二项是

前面算过的单圈修正，后面略去的是高阶修正.它们都是所谓的单拉子不可约

圄 (om←particle irreducible graph)，即不可能通过切断一条位子内线而把它分成

拓扑无关的两部分的图形(见后面的图 8-5). 这种单粒子不可约图形又称为正规

圄形(proper graph). 所以这个完全顶角又称为单拉子不可约三点顶角.或三点

正规顶角，它实际上就是三点连通 Green 函数完全截去三条外线或传播线后的啦

啦子不可约部分.

仿照简单 QED 顶点对动量空间 S 姐阵元贡献的形式→e(如)4 Ó(LPd沪，把

这个正规顶角的贡献记为 -ie(如)4 Ó(LPìl rμ (p' ， p) ， 这个 P'(p'.p) 就是 8.1 节 3

已经提到的顶角函数.用顶角函数来表示， (93) 式给出的不变振幅就是

λ句 = _e2 [U(p')P'(内)u(叫扑(k'hlJ u(k)] ， (94) 

其中 q 是在电子与靶粒子之间传播的光子动量，注意靶粒子的顶角仍是简单顶

点.类似地，若电子是被等放外场 A~xt(x) 散射，贝则1]有

M，乌fi=叮e[卡苞吨町附归旷ω(p')r丁γ)rμω以(P'， p飞'， p♂p别州)

由于顶角函数在 S 姐阵中是与场量 Aμ川(qω) 相乘，以 Aμ (q)rμ (p' ， p) 的形式出现，

要求在规范变换

AIJ(q) -+ AIJ(q) + q/. :,< (q) (96) 

下 S 姐阵不变，就会给出一个关于 qlJ r lJ (p'. p) 的关系，即下一节将给出的 Ward­

T出ah届hi 恒等式.

Gordon 恒等式对最低阶散扰 rμ 自刊，有

百(p')rμ (p'. p)u(P) 均百(p'hj，t u(P). (97) 

定义
ν
 吓

，

μ
 

~F 
-1-9" 

一
­

U 
μ
 σ

 
(98) 

由

{γμ刁ν} = 2gμν (99) 

和 Dirac 方程

俨PμU归) =mu归)，百(p')俨P~ = u(p')m. (100) 

可以推出

由(p) = 卢(PI-'一叫ν )u(p)

吨')-Yμ= 卢 E仙PI-' , +叫~)

(101) 

(102) 
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从而

百(p' 川P ) = j w ) [ 仙( 到l + ; [恒阳[u(p'叫呻u(p'ω旷p'丁)忡州γ

= 古苞吨w削咐ωMω叭，丁丁)川I旷 ，、+plJ川川)+叫U川忡l阳]u (P咆ωω) ， υl叫
其中 q = p' - p. 这就是 Gordon恒等式.

形状因子 Gordon 恒等式给出了散扰最低阶的 u(p')rμ (p'. p)u(P). 一般地，

rμ (p' ， p) 依赖于 p' 与 p‘即依赖于 p' +p 与 p'-p. 运用 Gordon 恒等式，可以把

p'+p 表达成 7 与 q=p'-p 的线性叠加.于是可以写出
iσμν qv T." 1_2 

严 (p' ， p) = 俨Fl (q2) + 一一，'JV F2(q~) ， (104) 
2m 

即 rμ (p' ， p) 只是 Q=P'-l) 的函数.没有正比于俨的项，因为百(p')γμ俨 u(p) = O. 

在考虑全部微扰修正后，要把 QED 顶点的 f 换成顶角函数 rlJ(p'. p). 这

相当于把相豆作用拉氏密度从

换成

其中

ιI(X) = -eψ(X )-y叫!(x)Aμ (X) (105) 

价)=千呐叫fμ川

P(Z)=/112沪(q)e叩(四ï)
j 忡川 f

是顶角函数在坐标表象的表示.把 (104) 式代入上式，可以得到

尸(x) = 俨F1(z)-zLσ叼'vF2(叫 (108)
~m 

R(z)= f112zFdd)e一闷气 i = 1 ， 2. 则)
j 飞忡(271

这就表明， 一般地说，考虑全部徽扰修正后的手放相互作用，是由你散在

空间的连续分布的简单顶点所产生的一种非定域相互作用.函数 Fj(x) 与日(q2)

描述了这些简单顶点的空间分布，所以称为形状因于官们是在高能散射实验中
用来分析散射惊空间结构的重要参数.例如，当口(q) = -y1J Fdq2) 时， Coulomb 

散射的 Mott 公式(第 7 章 (131 )式)就成为
dσα2 
:~ = ,_?, ?:_4In In\ Ft(q2) [1 - v2sin2 (Oj2) J, (110) 
df.? 4p2v2sin4 (Oj2} 

测量散射角分布可以得到 FI(q2). 从而得到空间分布 F1(x).

2. 电子碰短

Dirac 理论现在来看最低阶微扰 P'(q) = 刊的情形.这时 Fdx) = ó(x) ‘ 
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F2(:Z:) = o. rμ (x) = 1I' Ó(:r). 相句:作用拉氏密度 ζ俨还原成定域的白，即由 Dirac

场的定域规范不变性确定的 (105) 式.

在坐标表象的 Gordoll 伺等式可以写成

川

其中 δ 与 θ 分别;是圣作用 .r二」丘豆与右近邻函数的算符 θ，1jψ咱 '1 1F 分别满足 D让配方

程与其共辄方程.用这个等式，就可以把 ιI 写成两项之和， ι1=ιle +ι1m. 其

中

ιf-fd-54)ψAμ 二一→叮叮f叮r::j

j l'μ=ZLvd-84)ψ. 
:.!:m 

(112) 

(113) 

可以看出 ， jI' = (ρ‘ ρv) 就是量子力学中粒子的四维流密度.

这个粒子在经典场 Aμ = (V.A) 中的 Hamilton 量为

H= 茬+ e\' - ev . A. (1叫

Halllilton 正则方程给出

fE=-VFI=EI-VV+V(u-A)]=t[-VV 十 v x (V' x A) 十 (v. V' )A]. (115) 
dt 

若定义
θA 

E =-37-Vlj·.B =VXA(116) 

即可得到 Lorentz 力的公式

二(p - eA) = e(E 十 v x B). 川l口l
这就表明， 在经典意义尘， ιle 描述 Dirac 场的拉子与l\Ia..xwe11 场的电磁相互

作用，榈合常数 ε 就是经典电动力学中的位于电荷.

再来看 ι1m 这一项.它出现在积分中，可以相差一个四维散度项，所以
ρ- → e 一

ζ1m 一=二-ψσμν(θ'" +θν )~，Au = 了-1j'σμν 1/1δ'"Au = - -. -1j; σμ" '1/' F，μν. (118) 
:.!:7n :.!:m -!111 

对经典静场 Aμ= (0. A). 井注意臼旋角动量垣阵(见 u 节 2) s' = 一 ifjρJ仆/4.

就有

ι1m =-2ι-;; s~， .B. (119) 
二~m

这个结果表明， 在经典意义尘， ι1m 描述Dirac 场的拉子与 .Maxwell 场的磁相

互作用 Dirac 拉子具有磁矩

(120) μ。 2m

Landé 9 因子等于 2. 这就是 Dirac 理论关于电子 ~l 旋磁艳的著名结论.
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反常碰矩 粒子自旋磁矩的实验测量值与 Dirac 理论值 μ。 = e/2m 的偏离

称为反常磁矩. Dirac 理论的磁矩来自与 Gordon 恒等式的第-二项相当的(1 18)

式，它给出 9 = 2. 为了唯象地描述粒子的反常磁矩. Pauli 曾建议在 QED 的拉

氏密度中加入一项依赖于几ν 而不是 Aμ 的项①(参见练习题 i.4)

ιp= 一表石川ι 阳I口山2盯I
其中参数 6 由实验测定.所以 (118) 式通常称为 Pauli 项.

在理论上，反常磁矩可由顶角函数的辐射修正来计算.考虑变化缓慢的场

肘， (106) 式就成为

ιrff(x) 勾 -j出;而(x)rμ (q)~'( .r )Aμ (x)

e - ....1 =;12i l-rRmMZ)AJ)R(q2)-zψ(x)σ叫(x)凡ν (x)F2 (q2) J 

=linbIFl(的ιle +乌(q2) .c 1m ]. (122) 

第一项是 Dirac 理论的 F)(O) 倍，对 Landé 9 因子贡献 2F) (0). 第二项是 Pauli

项( 118) 式的 F2 (0) 惰，对 Landé 9 因子贡献 2F2 (0). 所以

g =linb2lFld)+F2(q2)l=2lFl(0) 十几(0)]. (123) 

微扰最低阶 FdO) = 1. F2(0) = 0‘给出 Dirac 理论值 go = 2. 所以 QED 的预言

为 9 = 2 + O(叫‘反常磁矩的数量级为 O(α) . 

与经典意义上的静电力有关的，是 F1(0)ιle 这一项.为了保证铜合常数 f

是经典意义上的电荷，亦即保证有 Lorentz 力公式 (lli)，必须保持归一化

F1(0) = 1. (124) 

形状因子 Fl(q勺的这个归一化条件，是重正化的一个条件，它要求重正化榈合

常数 E 就是在经典意义上描述与频率趋于 0 的 Maxwell 场作用的粒子的电荷②
由于 F1(0) = 1 ，反常磁矩完全来自 F2 (0) 的辐射修正，

α=;(g 一如)=凸 (0). (125) 

Schwinger 项在 8.1 节 3 和 8.2 节 2 已经算出了 2 阶微扰的顶角函数

fιrJf2刽l(p'飞'， p) = γμ+A2旦;(pj，飞).♂p) + A~~(p'飞'， p♂p) ， 口

其中 A~旦iω(P'飞'， p别)在减除发散项后给出对 Fdωq泸的2叫)的贡献， AF;ω' ， p) 对 Fl (q2) 和

( W. Pauli , Rev. Mod. Phys. 13 (1941) 203; {(泡利物理学讲义 6. 场量子化选题>> ，洪铭

熙、苑之方译.人民敏育出版社 1983 ， 167-168 页.
( N.N. Bogoliubov and D.V. Shirkov, Quantum Fields, BenjaminfCummings, 1983, p.277 
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F2(q2} 都有贡献计算 AZJa(PV) 和 12:(jJ) 的公式是(ï2). (ï3). (63) 和 (68)
考虑顶角的两条粒子线是自由位子外线的情形，在 (63) 式中 ft入质壳条件

r? = p'2 = m2 . 以及 (p _ p')2 = q2 = ()‘就有

Af2 = m2 (x 十 y) + 2m2xy -m2I(1 - I) - m2y(1 -]1) 二 m2 (I + ]1 )2. (12ï) 

oo q4 
1A-n

,," 
HM + I q," + n JU I

山
山

←
给
f
l
o

后

由
以

rf!nofJf 

J
l
J

。
"
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项

尸
散
时
发
川
除

x
d
减

←
式

分

f
l
o
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积
白
。

出

l
f
l
o
o是

算

J

于

AZL(P'P)21号(一可+山In山1
咆川 、 ，川n~/

( 129) 

这是对 F1(0) 的贡献.选择 μ 的值，使得总的 Fj(O) 归一化， (124) 式成立.

在 (68) 式中，用对易关系把 p' 移到最丘边，把 d 有移到最边，由于情个表

达式夹在在(p') 与 ll(p) 之间，用Dirac 方硅可以把官们都换成 m. 所以

凡也p'.x.y} = 2[x(1 - x}(-1 I-' m + 2pμ)m + y (l - y)m( -111) 1-' + 2p~) 

一(1 - x)(1 - y}(2mp l-' + 2mp~ - 3m2 -yμ) - xym2-y1-'] 

+4m肌(1 - 2x) + p~ (1 - 2y)]- 2m2吁μ

= 2m2吁μ [(x + Y - 2)2 - 2) + 4m[(ν - J:Y → I2)pμ + (I - xY 一川 )p~l

( 130) 

其中第一项只对 Ft{O) 有贡献，第」项才对马(O) 有贡献代入计算 4?;(lJ lf) 

的 (73) 式，积分给出

{I .L t- x 
-'. 4叫(ν - xy - :r2 )pμ + (x - xy - y2)p~1 - -=- I dx I du 

衍。 o --" m2 (I 十 y)2

。 pμ+PL
2π2m 

由 Gordon 恒等式 (103) 和( 104) 式可以看出，这个结果给出反常磁坦

( 131) 

Q= 几 (0) = .~ 
.t.7r 

这就是电子磁短的 Schwinger 项.

QED 算出的电子磁矩的其它几项 QED 算出的电子磁矩可以写成
「 α/α\ 2 I (l\ :1 I α 、-1

μeμ。 )1 +C1 一 +C2 ! 一) +C3 ! 一) +C1 ! 一) +…). (133) 
7r飞7r/飞7r/飞7r/

第一项 (Dirac 项)是 QED 简单顶点.第主项 (βSch川飞

单圈图，如图 8-3. 第三项有 5 个以圈图，如图 8-5吨在上一世纪 50 年代末由

( 132) 
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Petermann 和 Sommerfeld 算出①，
197π2 'l. _ 3 

α144 十 .~2 - 7r"ln2 + ~ ((3) 勾 0.328 -t79 . .. . (l 3-i) 

第四项 C3 包括 40 个不同的三圈图，用于工解析地算已经不现实，太冗长用

数值计算， 1972 年首次给出乌= 1.49 土 0.25. 计算误差太大.后来可以用电脑

做解析计算，精度才大为提高，得到J C3 = 1.1 83 土 0.01 1.现在，电子反常磁趣的

理论计算和实验测结这-二者所达到的精度，代表了物理学的虽高纪录.

?γ甲?\?
图 8户5 QED 顶角的双圄罔

8.5 \Vard-Takahashi 恒等式

圈图的发散，在所有的高阶散扰中都存在.在原则上，只育在每一阶散扰中

都能把发散消去的横型，理论才能接受.能够在所有微扰阶次都把发散消去的

模型，称为可重正化的，反之则称为不可重正化的. 可重正性 (renormalis­

ability )是量子场论对一个模型的基本要求. Ward-Takah凶hi (高桥)恒等式是正

规顶角与传播子之间的→个基本关系②.它是证明 QED 具有可重正性的关键.

1. 自能算符与完全传播子

自能算符考虑下列徽扰级敬的和，

备一 =f\ +产飞 ~+-L飞飞

+ρ飞+)
注意等号右边各项部是单粒子不可约图.第一项是前面计算过的二阶电子白能，

去掉两边外线的部分为 -iE(2)(p). 类似地写出高阶项，上式去掉两边外线的部

分就是

一iE(p) = 一iE(2) ω) 一 iE(4)(p) - iE(咽)(p) 一…(136)

这样定义的 E(p) 称为自能耳符.又称质量耳符.

①例如 A. Petermann‘ Phys. Rev. 105 (1957) 1931 

( J.C. Ward , Phys. Rev. 18 (1950) 182; Y.τ旧由h皿hi ， Nuom Ci/TIf'lltO. 6 (1957) 370. 
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完全传播子 现在可以把两点 Green 函数，即完全传播子，用图形表示为

• + m 

+ ·一-.一一+ -0-→·一@一十
注意它们都是连通图.相应的动量空间表达式为

G(p) = Go(p) + Go(p)[一iE(p)]Go(p) + Go(p)[-iE(p)]Go(p)[-iE(p)]Go(p) 

+G。ω)[-iE(p)]Go(p) [-iE (P)]Go(p)[ -iE(p)]Go(p) 十.. . 

= GO(p){l + [-iEω)Go(p}] + [-iE(p)Go(p)]2 + [-iL'(p)GO(p)]3 +... } 

( 13ï) 

= Go(p) [1 + iE(p)Go(p)r
1 

= [GÕ
1 (p) + iE(p)r

1
, (1 38) 

其中 G(别是动量空间的两点 Green 函数， Go (别是相应的两点自由 Green 函

数.两点 Green 函数也就是连通 Green 函数， G(p) = Gc{P), Go(p) = Güc (P). 

对于标量场，

Goω) = ~\ 
p~ - m‘ +1ε 

( 139) 

(138) 式就是

G(p) = ., r ., 
1" 1 r - [m2 + E(p)] + ie p2 - m~ + iε (140) 

其中

m~=m2+E(p) (141) 

称为粒子的物理质量.它由动量空间完全传播子的极点来确定.上式就是把 E(p)

称为自能的依据，这个 E(p) 包括了所有各阶微扰对粒子自能的贡献.第 6 章

(28) 式给出了上式在 φ4 模型J阶微扰的具体形式.而对于旋量场，

Go(P)=FtE (142) 

(138) 式就是

G(p) = ~ r_ <"', \1 ., = 
，一 [m + E(p)] + iE p - Tnc + iE 

(1-13) 

其中粒子的物理质量

n1c = m 十 E(p). (144) 

我们在前面已经具体计算了千二阶微扰的 L'(2 J (p).

2. 生成泛函 r[φ] 与正规顶角

Legendre 变换生成连通 Green 函数的 W[J] ， 是外场 J 的泛函.对它作

眨函 Legendre 变换

(145) r[φ]=w川 -1巾叫
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就得到新的泛函 r[φ]，其中场 φ(x) 与 .J (x) 的关系为

!(.J] 
ø(x) = 一一一 (146)

òJ(;r) 

由连通 Green 函数的定义(第 6 章 (34) 式)与 Green 函数的定义(第 5 章(143)

式)可以看出， 'i.J =0 时，上式给出

φ(.r)IJ=u = (Olò(叫 10) =φc. (147) 

元外源叶， φ(.r) 就是场的真空平均值.下面来讨论由泛函T(φ) 生成的函数.

1 点函数对 (145)式求泛函微商，并用( 146) 式，可得

òr[φ~ = r dy ~\~:[~l ~~~Y~ - r dy ~~~~~ 一一~ I 一一一一一一一 I dy一一一 φ(ν) - J(x) = -J(x). (148) 
òrþ(x) } -" òJ(ν) òφ(.r) } -" Òø(x) 

于是
òr[ø] I 
bφ(x) Iφ (x)=φ 

即生成泛 JI r[øl 的变分极值处。r 给出 φ(x) 的真空平均值.

2 点函数利用上述结果，可以定义井算出以下两个 2 点函数，

62r[φ òJ(x) 
儿(风 y) - - ，-r J 一一一一

- òφ(x)òφ(νòφ(y) , 

iò 2 W [J] Òφ(x) c J (.r. .11) 三 =一一一
iòJ( .r )iò .J (ν iòJ(y) 

注意 J=O 时 cJ=O(x ， .11) = cc(ι y) ， 给出完全传播子.

可以看出， 一 i凡与 cJ 是旦逆的，因为

-irøcJ = - f dz阳 z)CJ (z , y) 

r , iòJ(.r.) òφ(z) 
= I dz一一一一一=忡 - y) = 1, J -- òφ (z) iò .J(y) 

上式两头用了泛函运算的简穹.同样还有

CJ ( 一 ir叫=1.

于是，当 J=O 时， 。=矶， 2 点函数

-iT(x.y) 三 -irø (ι .11 )1 = [Cc(乱 yW 1 ，
IØ=φc 

2 点函数 -iT(x，别是完全传椅子 Cc(x.y) 的边.

3 点函数 l[逆关系(1 52) 可以写成

fdzmφl 俨W[Jl 区= -Ò(y- ω). 
òø(y)òφ(z) òJ(Z)òJ(11I) 

(1 49) 

(150) 

(1.')1) 

(152) 

(153) 

(154) 

(155) 
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求上式对 .J(u) 的变分 6/6J(叫.有

f介d由z卫l坠比主ιL ν趴阳阳川H'川1γ川'[
6φ(νω)6φ(z) 6J(u)6J(z川z叫)6J(u'川川才) 

r ~~.l 句 6φ( .r) 63r[0] 62 l 1"[J] l ι一一一 (1 56) 
j 甲-- 6./(11) 6φ(叫 60(y)6ó( 二 ) 6J( 二 )6J( 1I')

flP f 181r[0] 巾几川GJ (u. z. u,) = ! d.Td::: iG.I (.r 叫 iC.I(二川 (l!j ï) 
60(.r ) 6o( !I ) 6C)(二)

利用豆逆关系 (153). 并令 J = 0，从上式可以解出

G川 w) = ! dyd:rd:::GJI 川、(J- .ll) ir( J'. y. z) Gc ( 二川 (1.'18 ) 

其中 3 点函数
6牛[ø

r(x，弘:::)三( I SQ) 
6o(J~)óφ(y)6ø(z) 1')='1'正

正规顶角 (158) 式6:边是完全的 3 点 Greell 函数、右边有 3 个完全的 2

点 Green 函数(传播子).所以 3 点函数 i J'( r. !f. z) 是切去 3 条完全传播 f日剩下

的顶角，如图 8-6 所示. rÍ1T- 3 条传播子都是完全的，顶角的单粒 f叮约部分已

经全部归入完全传播子中，所以剩下的顶角是单粒子不可约的正规顶角.因此，

ir[ó] 称为正规顶角的生 T#U乏函.

图g..(ì用 3 点正规顶角与完全传播F表示 :.J 点:J'i:全C;reen 函数

依照这种命名法， 2 点函数 ir(.r. y) 也称为单粒子不可约 2 点顶角，或 2 点

正规顶角.一般地，可以定义单粒子不可约的 n 点1正规顶角为
i6" r[φ 

iT(xI. X2 … ·.IH)=| 
60(:rl )6Ø( .r2)'" 6c)(.r n ) lø=oc 

) { 
ρ
h
v
 

-A ( 

3. W.町d-Takah田hi 恒等式

Green 函数生成泛函的方程 QED Green 函数的生成泛函均

Z川

1 _ _... >.叶
ι=ψ[-yγμ (iθμ - pAμ) - m叫]1/ψy 一 1FR，μwFμU-E(θμAμ) :l气 υ162盯) 
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考虑无限小定域规范变换

Aμ 一→ Aμ+θμX.ψ 一→ ψ -iex札 ψ 一→ ψ + ieXψ(163) 

其中 χ<< 1.在 (161) 式中，只有规范固定项和外摞项没有规范不变性，所以

6Z=N f DA 听Dψ 凡[N'.~， 4)叫巾咐川l忖μ川e旷J卢川i川归收fμ阳问d缸创z抖(μω川Jι川μ

r 6 -6 6 1 
= Fxl一一一一 1 Z[J叮. 17J. 

X Li6J1• 吨 i6η. i6可 J
(164) 

这里
一 r. _ r 人 。- 1 

F>..[.4μ ， 1b. ψ1 = i I dx叫 - ~(âJl Aμ)'" + J，μAμ+ 可ψ+ψηl

=if dx[州川)机+机- iqfj1/J +ωηl 

=if由l一叫忏叫+ ie(平η- 7Jl/!) h . ( 165 ) 

注意其中己用换步积分移去了对 x 的微商，和交换 Grassmann 变量的次序要变

号.要求 Z[J，可. rlJ 具有定域规范不变性• 6Z = O. 井注意 x 是任意函数，上面

结果就给出泛函微分方程

[一 λ口比 i击一叫一附主- 71 i:n)] Z [J.ry, 17J =。.1..飞 i6ñ "'i6nJJ 

代入 Z=eiW . 就得到关于连通 Green 函数生成泛函 W[J. η.ηi 的方程
6W I liW 6W 、

一λ口仇-一一伊人一 ie! 开T一- 1/:';":- 1 = o. 
气Jμμ 飞'町， 6'1 J 

正规顶角生成泛函的方程 QED 生成泛函的 Legendre 变换为

这意味着

r[A Jl, "Jj 

6r 
6Aμ (x) 一叩'

ilfL--μ 
6Jμ (x) 

6r 
一 η(x) 、

6ψ (X) 

6lV 
一一一=划.(叫，
6奇(x)

6r 
一一一=可(X) ，
8ψ(x) 

óW 一
一一~ = -1,i'(x). 
bη(X) 

利用它们，方程 (167) 就成为
6r ....,.. 6r 6r 

iλ口。I"Aμ-)θμ一一一一- e'l.b-=一一 +eψ一一 =0.
μ 6Aμ (x) -, 6ψ(x) . -- 61Þ(X) 

(1 66) 

(16ï) 

(1 68) 

(1 69) 

(170) 

(171 ) 

Ward-Takahashi 恒等式对 f 的上述方程(171) 求微商 -62/而(y)切(二).

再取 Aμ= 百 =ψ=0，可得

iôμ-63r = ph(T-11\~-ò :.lf|-62f| 1_ = e6(x-y) 一 1.+ε6(x-z) 一|‘ (172)2: 6Aμ (x)6"Jj(y)6'1þ {z) 10 - ~V \，~ ,'" 6ψ (z)6ψ(:1') 10 ， ~V\~ -, 6ψ(y)ÓI/'(X) /0 
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亦即

-63r 62r 
Fμ (x;y ， z)= ε A JI f 、t:-:T(、 ε i.I 、 In' r(y ‘ z) = 一|

10 6ψ(y)6ψ(ε) 10 

其中的负号属于 -6/61jJ. (1 73) 式就是坐标表象的 W也'd-Takahashi 恒等式，它的

左边是 QED 单粒子不可约的三点正规顶角 ir.μ (x: ν . z) 对光子坐标 Z 的徽西，

右边是两个点正规顶角的差，也就是两个电子完全传播子之逆的差.

出意 (lì3) 式左边 Z 是顶角上被截光子线的(茸茸，对立的微商表示光子位

置变化率.右边两项中的 6 函数保证了被截光子线分别是在逆传播子的起点和

终点，亦即右边表示电子先吸收(或放出)光子与后吸收(或放出)光子的作用之

差.这个等式可用图 8-7(a) 来表示，虚线表示被截电子线，虚波纹线表示被截光

子线.所以， \\Tarù-Takahashi 恒等式的物理含义是: 尤子位直的变动对它与电

子辑舍的效果，等于电子在传播中先吸收(或放出)尤子与后吸收(或放出)尤子

的效果之差.这是 QED 具有定域规范不变性的结果.

(173) iθ2几 (x; y. z) = e6(x - z) T(y ， 二) - e6(x - y)r(ν电 z).

注意这里

(174) 

宁
'

/
，
，E
E
飞
、

pu ··i 
l 

飞
l

，
/

l (a) 句(一:扎一一)二 if(:

、
、
E
S
J
J

• • 
(jkp与 p -t-~rl 一(b) k/1 ( --!.---e-!.二七)二 p • p 

(b) 动量空间.

下面用花体字母把完全传播子写成 G=iSF. 巾于 -iF(ν. z) = [iSF(y一二 )]-1 ，

所以

(a) 坐标空间，图8-7 Ward-Tal他hashi 恒等式2

(17.5) 

(1 73) 式乘以 ei(-k:r坤'lI -P抖，对:r. 1I. Z 积分，就有

kμfμ(k;p+k ， p)=Si 1 (p+k)-Si 1 Cp). (177) 

如图 8-7(b). 这就是动量空间的飞\'tlfd- T;山l}阳bi 恒等式，作为规范不变性的结

果，它给出了 3 点 Gref'n 函数'.j 2 点 Greeu 函数之间，也就是正规顶角函数与

传播子之间的一个普遍关系.注意许多作者所说的 \Vard-Takahashi 恒等式，就

(176) 

r(y , z) = r(ν- z) = r 旦乌与S耳Si 1→1 (ωp纠)e-→寸忡:J (2阳2íπτ门j广τr

此外，由于具有平移不变性，可以定义动量表象的 QED 顶角函数凡(k;p'.p) 为

f dxdy叫(:r:y.z)川+p'y-pz) 二 -ie(2π) 'l Õ(p' - p -- k)~， 川]1)

于是，
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是专指此式或它的特例.这个恒等式的另一种推导①见练习题 8.1 2'.

Ward 恒等式对于红外光子极限 1..μ → O. 由 Ward-Takahashi 伺等式可得

θs一 l(p)[~(O:p 川=古EL.(l78)

这就是 \Vard 恒等式.

形式的变换把自巾传播子写成 G11 = iSF. 由前面的(142\ "，(1 44)式，就有

8i 1 (p) 二可μpμ - 111. 

Si l(p) = 可μPμ - 111 ， 可/，[/' -111- E(p) = S'F1 (P) - E(p). 

E(1J ) 是各阶微扰修正之和. H I} 
as;: 1 (p) 

θ'1'/' μ· 

。SF 1 (P) θ1:(p)
θpμ- Iμθpμ· 

另外，按展开式 (93) 把顶角写成

( 1 ï9 I 

(1式。)

(l RI) 

(182) 

rμ(/'-:['+/'-.[>)= 俨 +111"( 1.-:1'+/'-.1'). (1 8:3) 

J1I'(k:p+ 1.- ‘ p) 包含了各阶徽扰修正之和，前面 (69) 式给出了一二阶微扰的贡献­

F是， Ward tH:等式又可写成两个微扰修正项的关系
θE(p) 

1μ( lI:p.pJ =万F(I叫)

若把 AI-' (O:/λ p) 和J 2: (p) 展汗成微扰级数，贝IJ上式对微扰的每一阶部成立.特别

是，可以验证上式对」阶做扰的.r1~2)((): p. p) 和 2: (2) (p) 成立.

巾于传播子 SF(r- ，II) = 一 i(OITν(r) /f (y)IO). 所以重正化 ψ → Z~ /2 ~J 也就是
5F → Z2SF. 还可以去明，顶点的重1E f七相、与于 γ』→ ZJlf. 在 \\'ard 恒等式

(178) 中作f~换

SF 一→ Z2 8F. (185) 

rμ 一→ Zfl 俨. (1 86) 

就有

Z,11/, = "~，， [Z2 S'dp)J一"，-1=。pμZ户!dpW' = Z; γμ· (187) 

即

ZI = Z2' (188) 

①参阑 N.N. Bogoliubov and D.V. Shirkov. h，lroductioπ to the The.ory af Quantized Ftdds. 

John Wiley & Sons. 1980. pp.472斗74



8.6 QED 的可.正佳 191 

有的作者把此式称为 Ward 恒等式，它可直接从定域规范不变性推出.根据定域

规范不变性，拉氏密度中只能出现协变微商

重正化以后就是

要求它们相等，意味着

主 + ieAI' 
ax Vμ 

JL+ieBA§ 
~-μ 

eAμ = eBA~. 

而 eB = Zl Z2' l Z;l/飞 A~ = zi/2 Aμ，所以就有 (188) 式

8.6 QED 的可重正性

1. 预备知识

(189) 

(190) 

(191) 

Furry 定理若在一条封闭的电子线上有-.t敏个顶点.则此圈的 S 短阵元

为幸这称为Furry定理‘它是 QED 具有电荷共辄不变性的结果.由于电荷守

恒，电子线的方向是连续的，闭合固有两个，一个顺时针，一个反时针，如图 8-8

(a) (b) 

图8-8 -=光子顶角 图8-9 光子-光子散射

的 (a) 与 (b). S 矩阵是这两个图之和t S = Sa +Sb. 按照 Feynman 规则，在 Sa

的动量积分中包含下列求迹:

Ta = tr[护SF(p J)γμ SF(P2)俨SF(P3)]' (192) 

运用算符 C=iγ~。与 C- 1 = iγ0γ2 它们有性质

CC- 1 = 1, C- 1俨C = -=)-1', C-1SF(P )C = SF(一时 (193)

其中主 = AT 是矩阵 A 的转置.于是有

丑 = tr[C- 1γλ SF(pd俨SF(P2 h"SFω3)C] 

=(-l)3trHλ主F( -Pl )=)-I' SF( -1'2)=)-"主F( -P3)] 

= (一 1)3 tr [SF( -P3h"'SF( -P2)俨SF(-PJ)γλ] = (_1)3丸 (194)

所以 S = Sa + Sb = O. 从物理上看，这是由于 C 在改变电子传播方向时，也改
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变了相豆作用顶点的正负号.注意这里只用到顶点与闭合内线的性质，所以不

仅对于电子的旋量 QED. 对于介子的标量 QED 也可类似地证明.

光子-光子散射光子·光子散射如图 8-9 所示，它没有经典对应.是纯量

子放应.这个图的表现发散度 D=O. 是对数发散.不过可以表明，由于规泄不

变性，它实际上是收敛的.这是因为，它的动量积分可以写成

h l ,,'p(k1.k2. k3, k4) = j d4pRλ/Jvp(k1 ， k2. k3. k4. p) ， 则
其中 k， 是光子动量 p 是电子动量. Rλμνρ 不含无限大，把它在 k， = 0 处展开
成事级数，并写成

Rλμ叩(k 1 • k2. k3 ‘ k4, p) = Rλμνρ(0. O. O. O.p) + R l>，μ"p(kl .k2 .k3 .k4 .p). (l 9G) 

由于 Rlλμ叩包含对 Rλμ"p 的微商，因而 p 的幕次比 Rλμνρ 的低1.所以，在积

分结果

Iλμ叩 (k 1 • k2. k3. k4) = 1λμνρ(0) + Jλμνρ (k1 .k2 .k3 .k.d (19ï) 

中，只有第一项 Iλμvp(O) 可能对数发散，第二项 Jλμ叩(k1' k2• k3. k.1 ) 是有限的.

而与第一项的 S 矩阵元相当的相互作用项为

Iλμνρ (O)Aλ (x)AI' (x)A"(x)Aρ (x). (198) 

它没有规范不变性，因此必定有

Iλμ"p(O) = O. (1 99) 

光子自能算符与完全传播子 8.5 节 1 的讨论完全适用于光子，只是注意光

子 Green 函数有两个节标 μν. 取 Feynman 规范，就有(见第 7 审 (21 )式)

D岛F/J阳川μ川川νv(k)=g/Jμ川JνD岛阳d川州(忱向k的). D岛F(忱向k的) = 」L (仰2却拟肌0αω{υ)
k 2 + i眨ε 

这时光子完全传播子与自能算符可以分别写成

iVFμ川的 =gμviVF(的 illμ (k) = -gμνill(k). (201 ) 

于是，与 (138) 式相应地有

iVdk) = iDF(k) + iDF(k)[-ill(k)] iDF(k) + … = {[iDF(k)r l + ill(k)} 一 l ‘ (202)

即

VF(k)-1 = DF(k)-1 - lJ (k). 

它的微商给出与 Ward-T:此ah出hi 恒等式类似的关系
。D=lθH
二工- = -2k.. 一-一 = w.. 
θkμμθkμμ 

川、 = -2kμ+~μ (k). 

θH 
Aμ (k) =-一一
Fθkμ 

(20:3) 

(20-1) 

(205) 

(206) 
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2. 可重正化的判断

骨架图形与既约图形 任一复杂的 Feynman 图，都是由位子线和顶点以及

对它们的修正部分构成的.把图形中对位子线和顶点的修正部分部删去，简单地

换成术修正的相应桂子线和顶点，所得图形就称为原图的骨架国形 (skeleton ). 

显然，可以有许多个图对应 f同一个骨架图.例如，与 (135) 式右边各图对应的

骨架图是简单的粒子线，与图 8-5 中各图对应的骨架图是简单 QED 顶点，与图

8-4 中各图对应的骨架图是上一章讨论过的图 7-5.

一个 Feynman 图若与其骨架图相同，就称为不可约国形或既约国形 (irre­

ducible). 否则称为可约图形(reducible). 上述各例中的骨架图为既约图形，其余

皆为可约图形.可以证明， 可约困彤的发散全部来自既约圄彤的发散.因而，

图形的发散问题实际上是既约图形的发散问题.如果消除了既约图形的发散，

也就消除了所有的发散.注意这里定义的既约图形是前面 8.4节 1 定义的单粒

子不可约图形或正规图形的一个子集.

既约图形发散的分类 QED 既约发散图可分类如表 8.1‘其中 F， B.D 分别

为 Fermi 子外线数、 Bose 子外线数、表现发散度.真空起伏见图 8-10. 它的放应

可以归结为改变液场的相位，在物理上不重要，不必讨论.蝴斟图见图 8-1 1.真

中 (a) 恒.等于 O. (b) 可用 Furry 定理证明并不发散.所以，表 8.1 给出的 QED 的

7 种既约发散图中，真正发散和需要处理的只有前面已经讨论过的电子自能、光

子|可能和顶角修正这三种.

襄 8.1 QED 既约发触图分类

名称 F B D 说明

真空起伏 。 。 4 非原始发散

唰斟困 。 1 3 口J证明不发散

光子自能 。 2 2 

立光子顶角 。 3 l Furry 定理指出它为 0

光子，光子散射 。 4 。 规也不变性保证它为。

电子自能 2 。 1 

顶角修正 2 。

e (
a1 9 (bl 9 

图 8庐山真空起伏 图8-11 QED 唰斟回
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可置正化的判断 一般来说，表现发散度 D 依赖于顶点数 n 和粒子外线

数，

D = D(n ‘ F. B). (207) 

这里 F 是 Fermi 子外线数 B 是 Bose 子外线数.只有当 D 与 η 无关，导致

原始发散的图形只有有限个，才有可能通过重新调整理论中数目有限的几个参

数，把所有的发散项都抵消掉. QED 的情况正是这样.对这种理论可以进行重

正化.可以证明 Yukawa 型直接相互作用一般都是可重正化的.

反之，当 D 与 n 有关时， D 值随顶角数 n 的增加而增加，导致原始发散

的图形有无限多个，就不可能通过重新调整有限个模型参数而把所有的发散项

都抵消掉.这种理论就是不可重正化的.

例如导数(腰矢)桐合型相E作用，

ζD1 = iglþγμγ5ψθμφ. (208) 

它与 QED 不同之处，是每个顶点有一个动量因子 ι，因而

D=4 一 ;F-B+n(209)
又如 Fermi 相E作用(见 10.1 节 1)

ι今句F凹I户=号 W协阶阳7俨训州μ叫叩(υ卜l卜一「斗γ俨仰例5乌M川)1/1川ψ叫] 怀队μ(←1卜-寸7训 +h.c.. 阳2引l
它的每个顶点有 4 条 Fermi 子线，没有光子线.把(17) 式换成

4n = F + 2f. (211) 

重复 8.1 节 4 的推导，可得

D=4-;F+2n (212) 

注意膜标量何N 桐合

ι宵N= 一ig1Þì5ψφ (213)

它与 QED 的形式一样，只是没有规范不变性，所以比 QED 多一个原始发散，

即 F = 0, B = 4, D = 0 的介子·介子散射.因此，必须在 ι 中再引入一项 λ04 .
多一个参数 λ，才能用抵消项消去这种发散.

3. QED 可重正性证明

可置正性问题完全传播子与正规顶角的方程为

SF(p)-l = SF(p)-l - E (P), 

V(k)-l = D(p)-l - JI(的，

(214) 

(215) 
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rμ (k;p+ k♂)=ìμ+.1μ (k; p + k, p) , (216) 

θE(p) 
8pp一 =Aμ (O:p.p). (217) 

最后一式是 Ward 恒等式.其中正规自能 E.JI 和顶角几的各阶微扰都是发散

的.需要证明，它们的发散部分可以适当地分离出来，井且吸收到恰当定义的重

正化常数中，而这样重新定义的传播子和顶角是有限的，满足正确的泛函关系.

在散的分离，交缠在融问题 先来看顶角函数，也就是 Aw 它包含无限多

个既约图，例如图 8-5 中的前三个.所有这些既约图的表现发散度都是 D = 0, 

属于对数发散.所以在心中只含一个无限大常数，可以像 2 阶微扰那样写成

Aμ =Lγμ + AFμ(218) 

其中 L 是分离出来的无限大常数. AFμ 是有限的，可以定义为(参阅 8.4 节 1)

Ü(P )AF jA (O;p ,p)U(p) = O. (219) 

于是，对于顶角的所有既约图，发散都可分离.

再来看自能算符 E. 这里的困难是图 8-12(a) 那样的支缠发散 (overlapping

di vergence ) ，它对 E(P) 的贡献是下列支缠积分

4 [d4 kJ d4k2μ1νl 
j k?k2γ i - ~2 - m γ p - ~1 - ~2 - m μ p - ~J - m 

(220) 

它的表现发散度 D = 1，是线性发散.但是当固定 k1 时对句的积分，或者固定

的时对 h 的积分，也是发散的，是 D=O 的对数发散.所以对 k1 与对 k2 积分

的发散交缠在一起，不能把发散从每个积分中分离出来.

()〈 p(b)() 问

回8-12 (a) 电子自能吏缠发散图， (b)----(d) 电子自能变缠发散的徽商图

解决这个问题的一种途径，是用 Ward 恒等式.利用 (217) 式，可以把分离

自能 E(P) 中的发散，转换成分离顶角心(O:p.p) 中的发散.例如图8-12(a) 的 4

阶自能 E(4) (p)， 对 f 微商等价子植入一条零动量光子线，成为顶角的 4 阶微扰

AL4)(O;p， p)、如图 8-12(b)"'( d) 而顶角中发散的分离问题已经解决.
光子的情形与电子类似，图8-13(a) 是其 4 阶白能 JI(4)(k) 的变缠发散图.

可以利用等式 (206) 把它转换成三光子顶角的 4 阶微扰 ~L4)(k) ， 如图 8-13(b) 与
(c). 注意Furry定理是说每个图与其闭合电子线反向的图相加为零，而这里匮
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(b) 或 (c) 来自图 (a) 的微商，闭合电子线的方向是确定的，所以不等于零.

(a)~… (b) 乓~ (c)--<ι 
图8-13 (a) 光子自能变缠发散图. (b) 、 (c) 光子自能变缠发散的微商图

基本方程可约图是对骨架图的修正.在骨架图的粒子线中插入自能，把简

单 QED 顶点换成顶角，就得到修正的可约因所以，可以写出心的方程

Aμ (p'.P ‘ SF ‘ DF.ì.e) = Asμ (p'.p;SF ， ÐF.r.e)， (221) 

其中下标 s 表示骨架图， γ 是 Dirac ì 短阵.于是

几(p' ， p) = .., jJ + Asμ (p'.p:SF ， ÐF‘卫叶 (222)

我们这里省去了光子动量 k=p'-p 没有写出.在 SF 与 f 之间还满足 Ward­

Takah困hi 等式

SF(p)-l - SF(PO)-I = (PI' - Pb)~μ (p.PO). 

类似地还有光子的方程

其中

w.μ (k) = -2kμ+ðsμ (k; SF. DF .r. e) , 

θDF(k)-l 
一一一一一 = lVj1 (k). 

θkl' .. I 

(223) 

(224) 

(225) 

ð. jJ (k; SF. DF. r. e) = ~μ (k; SF. DF • 丁， ε). (226) 

方程 (222)"-'(225)就是关于完全传播子 SF. DF 和正规顶角几的基本方程.

在散的藏除 Aμ 是对数发散，只需要减去 l 个无限大.可以定义有限的收

敛函数为

Aμ (p' ， p) = A阳 (p'.p) - .1sμ (Po ， Po)1儿 ='11l' (227) 

这里把抵消项定义在质壳上 "0 = m，即 pj=m2，这称为减除点.由于 .1sμ 出
现在苞(p') … u(p) 之中，在壳条件 Po = m 意味着可以把 M 对易到右边并令其为

m. 而由于 (218) 与 (219) 式，有

.1•μ (Po. ])0)1儿=m = Lìμ· 

类似地，还可定义光子的收敛函数

ð ,, (k) = ðsv(k) - ðsv (μ). 

其中 μ 是光子不变质量.

(228) 

(229) 

有了收敛的 ÂI<(pl ， p) 与 .&，Ak). 就可以进-)ÿ用方程 (222)rv(225) 来定义有
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限的完全传播子 8F(p) 与 DF(的，

孔 (p'.p) = η+ .1.μ (p' ， p; 8F‘台F ， f ， er ) ，

SF(P)-l-SF(Po) 一 1 = (~-PÖ)ι(p， PO). 

(230) 

(231) 

wμ (k) = -2kμ+ðs卢 (lr: SF , DF. r. e r ) 电 (232)

ôVF(的 -1
一一一了一 = W/A(州 (233)âk 

其中 er 是待定的重正化嗣合常数，而还需为 SF(po) 与 DF(k) 选定边条件.可以
选择把电子与光子传播子归一化为

8F(pO)-1 = ZJ。一肌 (234) 

k2台F( k)lk2 =μ 一1. (235) 

置正化先来看几.设 Aμ 为 (r2)n 次，则它含有 2n 个传播子 SF. n 个传

播子 DF，和 2n+ 1 个 γ 因子.例如图 8-5 的 rf). 于是，若引入重正化常数 ZI ‘
Z2 , Z3 ， 作代换

SF → SF=fLSF·DF →台F=fL 饵， I 
Z2 . Z3 ., > (236) 

几→几 =Z心 e2 → e~ = Z3 e2 , J 
就有

.1sl, (p' , p: SF. DF. r. e) →.1sμ (p'.P; Zi1SF. Z;IDF , zlr, Z~/2e) 

=Z?H+1zrnzin+2n/2Asμ (P' . P ; SF. D F. r. e) 

ZI .1•μ (P'， p;SF ， DF ,r, e) , (237) 

最后一步用了 (231) 式，即 W町d 恒等式 ZI = Z2. 利用上面这个结果， (230) 式

就成为

几(p' ， p) = γμ+ .1sμ (P'， p;SF ‘ DF ， r , er ) 

=γμ+ .1sμ (p' ， p; SF , DF , r、 er ) 一 Lγμ

二 (1 - L) 卡+击.1sμ(内
若取

ZI = 1- L , (239) 

就可得到

f l, = ZI [ìJ1. + .1"μ (SF ， DF 几 e)] = ZI凡 (240)
这就证明了，重正化 (236) 满足方程 (230). 要求官也满足方程 (231)，就

有 ZI = Z2. 重L化 (236) 给出的顶角函数 ι 和电子完全传椅子之过 8F 1 是



198 L旦旦生

收敛和有限的.换句话说， 元Hl大的减除，等技于用相乘因子重正化，这个结论

是首先由 Dyson 给出的①，重正化 (236) 又称为 Dyson代换或 Dyson 变换.
再来看 Wμ· 设 Aμ 为 (e2 )π 次，则它含有 π-1 个 DF，如 +1 个 r 和 SF.

例如图8-l..4 的 AT). 于是作代换 (236) 就有

~sμ (k; SF , ÐF , r , e) → ~Bμ (k; Zi1SF , Z;lVF , ZlFι/2e ) 

=zfn+lzzh-lzzn+l+nABμ (k; SF , VF , r, e) 

= Z3~Bμ (k; SF , VF , r， ε) . 

把它代入 (232) 式，可以得到

Wμ (k) = -2ι+~sμ (k; SF ， 饵 ， r ， er) 

= -2kμ+~Bμ (k; SF , VF , r , er ) - ~Bμ(μ) 

(241 ) 

图 &14AT) = -2kμ(1 +抖)+灿μ(叫D山)， (242 

其中已经把减除项写成

~sμ(μ)=kμ~S' (243) 

于是，若取

马 =1+jAs， (244) 

就有

Wμ = Z3[-2kμ + ~s/， (k; SF , DF , r, e)) = Z3 w-:μ(245) 
这就证明了，对 W/' 中元nl大的减除，等技于用相乘因子 Z3 来重正化.同时还

表明， 重正化 (236) 还满足方程 (232) 和 (233)，它给出的尤子完全传椅子之迂

奋f 也是收敛和有限的.
以上证明了，可以在保持理论结构的前提下把其中的无限大都吸收到 Zl.

岛， Z3 和质量的重正化之中， QED 对任意阶微扰都是可重正化的②.

( F.J. Dy80n, Phys. Rev. 15 (1949) 1736. 

( J.M. Jauch and F. Rohrlich, The Th四句 01 Photons and Electro时， Addi80n-W.四ley， 1955, 
Ch.lO. 



对于当今这一代场论家们来说，四年代场
论向今天规范场论的扭转心灵的转变在实际上
已经看不出来，并且肯定是难于理解的.他们
会问 2 为什么会经过这么长的时间?

一一- Martinus J.G. Veltman 
《诺贝尔演讲)). 19佣目

9 杨 -Mills 规范场和 QCD

量子场论的基本观念在上世纪 60"，70 年代发生了深刻的转变.这个转变的

核心内容可以分成相互联系的两个方面.首先，是结束了根据各种守恒定律和

对称性分析来唯象地引入各种相亘作用的多元化局面，亦即结束了量子场论的

"战国"时代，把弱相互作用和强相互作用也纳入了与支配电磁相互作用同样的

规范不变性原理之下，确立了统一地引入这三种相互作用的规范原理.从此，量

子场论中的相互作用这一章完全纳入了规范原理之中.与此相应地，则是把量

子场论的基础从正则量子力学转移到路径积分量子力学，亦即进行了从正则量

子场论到路径积分量子场论的转变，路径积分和泛函分析成了量子场论的基本

语言.这就是上面摘引的 Veltman 在其诺贝尔演讲中所说的场论"扭转心灵的

转变>> (the mind-wreDching transition of field the。可).

引领这一转变的，是杨振宁与Mills 在 1954 年的一个工作中提出的基本观

念①.虽然早就知道从定域规范不变性可以引入 Maxwell 场及其与载荷物质场
的桐合马 = -elþ'Y~ψAμ. 但是当时大多数人还是把经典对应作为出发点.在经

典理论中引入电磁桐合的规则，是作代换② f • PJ" + qAμ. 对应到量子力学，
这就是从普通微商到协变微商的代换 θμ →伊 +iqAμ，称为最小代换.根据最小

代换确定的电磁桐舍，则称为最小电磁楠合.把这个做法当作一条原则，就是最

小电磁楠合原理，官排除了 Pauli 唯象地引入的导数嗣合③(见第 8 章 (121) 式).
杨振宁与 Mills 的工作，把出发点从最小电磁藕合原理转移到规范不变性原理，

并把规范变换从物质场在复平面的转动推广到在位子内部空间的转动.

( C.N. Yang and R.L. Mîlls, Phys. Rev. 95 (1954) 631; 96 (1954) 191. 

② P.A.M. 狄拉克， <<量子力学原理>> ，陈咸亨译，喀兴林校，科学出版社， 1979 年， 169 

页， 262 页.
( David L町i岳， Particles and Fields, Wiley, 1968. 中译本 D 卢里<<校子和场)) ，董明
德等译，科学出版社 1981 年 183-184 页.
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杨振宁与 Mills 具体表述的是同位旋空间的 8U(2) 规范理论.他们在 1954

年的一篇短文中说明了他们工作的动机和基本想法2

与电荷守恒类似地，同位捷守恒表明存在一个基本的不变性定律.在前

一情形，电荷是电磁场的源.在这种情形，规范不变性是一个重要的概念，

它紧密联系于 (1)电磁场的运动方程. (2) 流密度的存在，以及 (:3) 在荷叶l

场与电磁场之间可能的相互吃用.我们尝试将这个规范不变的概念推广!~

用到同位旋守恒，结果表明一个十分当然的推广是可能的.

在随后的正式论文中，他们进一步解释说:

同位旋守恒等同干要求所有相互传用在同位旋转动下不变.这意味着，

正如我们这里将要银设的情形那样，当电被相互作用可以忽略时，同位捷

取向没有物理意义.于是区分中子与质子的做法纯粹是任意的.

这就是说，在一个时空点上的观测者选定了把什么叫质子什么叫中子，在其他时

空点上的现削者仍然还有重新选择的白白，他甚至可以把前者的质子与中子的

两个独立的叠加态称为质子和中子.而为了保持这种任意性，即定域规范不变

性，就必须引入一种与 ~\'laxwell :场类似的场，他们在文中称为 B 场，即 8U(2)

规范场.在这样把定域规范不变的概念推广运用到同位旋空间后，他们得到了

最小代换的推广公式，其中引入的规范场合多个分量，它们不仅与载荷物质场

藕合，还有 ÎI 桐合，这就是畅 -Mills 规范场，即非 AbE' 1 规范场.

事实上. 1938 年在华抄的一次会议上. Klein 的演讲就接近于表述了 SU(2)

杨 -MiIls 理论①-而比杨振宁和 MilIs 稍迟. Shaw 也做了类似的工作②.但在
之后的很快一段时间里，没有什么响应.这有几个原因.首先是强子的同位旋并

不严恪守恒，它不是一种规范对称性.只是把他们的想法用到后来发现的其他严

恪的内部对称性，才导致今天关F相片:作用的规程理论.其次，规范场粒子的质

量严格等于零，而对于短程作用来说，传递相E作用的位子必定有很大质量.

后来发现可以通过对称性的白发破缺接得质量，这才使规程理论绝处逢生.此

外，由于规范变换带来的多余 ÎI 由度，使得很难对规范场运用正则量子化.宦要IJ

Faddeev 和 Popov③找到在路径积分中处理多余自由度的方法，实现了规范场

的量子化，接着 't Hooft 与 Veltman 等人证明了纯的杨 -Mills 规范理论是可重

( O. Klein , iu Ncw 7'heoric3 in Physic3. lnternational lnsti t.u t.e of Intellectual C∞peration. 
Paris, 1939. pp.77-93. 

(R. Shaw, 7'1町 Problem oJ Part,r/e 7ìJpe.. and οthrr ConfT-ibufw旧 to th" l'heory oJ Elf"­

mentary ParticleJl. Cambridge Ph.D. t. hesis ‘ unpublished 

( L.D. Faddeev and V.N. Popov. PfJ,Vs. Let t. 25B (1967) 29 
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正化的①，规范原理才被普遍接受，井成为苗子场论中与相对论和量子力学井
列的第三个基本原理.

杨 -Mills 规范理论在量子场it中的具体实现，就是 Glashow机Teinberg-Salam

的电弱统一理论和强相巨作用的量子色动力学 (QCD). 在历史上 Gla."how ②­

Weinberg③与 Salam @l的电弱统一模型要早于 QCD. 但是从物理和理论的逻
辑与结构来看， QCD 比 Glashow矶'einberg-Salam 模型简单历史往往不合逻

辑.我们选择物理和逻辑的顺序，所以在本章讨论 QC‘D. 在下一章再讨论电弱

统一理论.

9.1 杨 -Mills 规范场

1. 自由夸克场

夸克的内部态与色空间 夸克有 11 (上). d (下). s (奇)， c (架). t (J页). b (底)

六种，这称为夸克的味 (flavor). 可用下标 f = 1. 2. … .6 标记.每一味夸克又有

3 态，即 R(红)‘ G(绿)‘ B (蓝).这称为夸克的色 (color)吨可用下标 n= 1. 2.3 标

记.每一味夸克的 3 个色态，都张成一个 3 维内部空间，称为色空间.可以写成

=(;;)(l) 
注意夸克是i'I脏为 1/2 的 Fermi 子，每个分量问都是 Dirac 旋量.

Gell-Mann 矩阵夸克的色空间是 3 维复空间，保持矢量长度不变的么正

变!*U 是 3 给特殊么正 (special unitary) 变换 SF(3). 满足主正条件

utu = 1 (2) 

和么模条件

det U = 1. (3) 

u 是 3x3 的复短阵，有 18 个实参数，受上述 10 个条件限制，独立的实参数只

有 8 个.于是，任一变性姐阵 u 可以用 8 个独立厄米姐阵 Y 的线性叠加表示为

U = eillu .\" /2α= 1, 2. … .8. 

( G. 't Hooft and M. Veltman. Nucl. PIJ.Vs. 50 (1972) 31前

( S. L. Gl斟huw. 川uc/. P lJ.I's. 22 (1 961) .')79 

( S. Weinbt'rg. PlJ'y!i. Rev. Lct.r. 19 (Hlú7) 126-1 

(4) 

@l A. Salam. in Elemellta叩 P l11.t",le Thcury. ed. N. S飞咀rthholm. Almqist and Wiksell , Stock­

holm. 1968 
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trλa = 0, trλaλb = 26ab. (6) 

结构常撇定义
、a

Ta = 二ι
2 

(ï) 

变换矩阵就是
U=ei6aTQ. (8) 

由这种具有连续参数的变换构成的群称为李鲜 (Lie group)，厄米算符 Ta 称为群

的生成元.对这里的 SU(3) 群，有

trTa = 0守
L
υ
 

a eo 
--2 

一
-

20 T a T 
，
，
.
‘
、
白

F·· &EUW (9) 

对于无限小变换。a → 0，

U::::: 1 + i(}aTa 电 (10)

生成元 ra 张成了变换的线性空间.由于相继两个变换等于一个新变换，任意两

个生成元之积可以表示成它们的线性叠加，有关系

[Ta, nl = ifabcT气 (11)

其中的系数 fabc 对任意两个角标都反对称.这个由李群生成元张成的矢量空间，

再由上式定义了乘法，就构成一个代数，称为李代数.上述定义乘法的系数 fa如
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称为这个李代数的结构常数.也称为相应李群的结构常数①.

由 (11)式和下列恒等式

[Ta
. [Tb, TC

]] + [Tb ‘ [T气 Ta]] + [T气 [r气 Tb]] = O. (12) 

可推出

r de fbcd + fbde rad + rde r bd = O. (13) 

上式称为 Jacobi恒等人是结构常数必须满足的条件.对于这里的 SU(3) 群，

fabc 不为军的分量是

f123 = 1, 1 
h47 二 一h56 =寸1246俨6户= 125俨号 (1 4) 

/4阳45础5邱8 /6阳6肝阴7拇8= 乎 l 

自由夸克场拉氏密度 有内部自由度的自由Dirac 场拉氏密度可以一般地

写成

ιq-ψ(iγμθμ -m)ψ(15 ) 

其中 ψ 是内部空间矢量，它的每一个分量都是 Dirac 旋量，算符 γμθμ 作用于矢

量的每一个分量，而 m 是内部空间对角短阵，称为质量拒阵这个 ιq 可以描

述有内部自由度的自由夸克场.以下只讨论某一味夸克的场， ψ 就只是色空间

的矢量.夸克的质量与味有关，与色无关，所以 m 就是常数乘色空间单位矩阵.

2. 楠 -Mills 结构

整体规范不变性考虑夸克场 ψ 在色空间的变换，

ψ 一→ ψ'=uψ = ei90T ψ (16) 

若 (}a 与时空坐标 Z 无关，这就是色空间矢量 ψ 的整体转动，即色空间的整体规

范变换.由于质量与色无关 m 是常数乘单位短阵1þmψ= m1þψ，拉氏密度

εq 与色空间坐标的选取无关，在上述转动下严格不变.换句话说， 自由夸克场

在色空间具有严格的整体规范对称性，场对'在色空间的取向没有物理意义.

定域规范不变性 现在推广到定域规范变换， (}a 依赖于时空坐标 X. 把一

个整体对称性扩大成为定域对称性，常常简单地说成"规范"这个对称性②.一
个整体对称性只有是严格的，才能被规范.

①见高崇寿. ((群论及其在粒子物理学中的应用>> .高等教育出版社 1992 ， 43 页.
③ Kel回n Huang, Quarlcs. Leptons and Gauge Field&. 2nd edltion, World Scientific, 1992, p.6. 
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在定域规范变换下， (15) 式中的质量项 '!þm!þ 显然不变，但动能项却不是

不变的，

θμψ 一句(Uψ) =U(也 + UtO"U)ψ (l ì) 

注意 uut = 1. 为了使得动能项也不变，可以把普通微商马推广为协变微商

Dμ ， 

Dμ=θμ +iqAμ(18 ) 

引入规范场 Aμ，把相加项 utθμu 吸收到它的变换中. q 是精合常数.注意上式

虽然与最小电磁桐合的做法相同，但在这里只是为实现规范不变性要求的一个

具体方法.这样引入的 4 一般既是作用 i二色空间矢世 ψ 的组阵，又是|到氏空

间的矢量，是短阵矢量场.定域规范不变性要求

Dμψ-DLU"=(此 + iqA~ )U11' = u(θμ 叫咱们 iq(!tA;Pk 

= U(θμ +iqAμ)ψ =UDμψ (l 9) 

亦即

Dμ →町， = UD"U t (20) 

(19) 式定义了规范场的变换

Aμ → A~ =UA川+iw川 =UAJ-juM飞川
q 

这里用了主正条件 FUt = 1 现在，动能项也有不变性，

ti'i俨DμV-Z'l吁，aD; 电lJ'=Ffffi俨【!Dμ '!J'= lt'i俨D川 122)

于是，可以写出定域规范不变的夸克场拉氏密度

ι旺，+ψA= ψ(iγμDμ- m)ψ=ι非 +ιψA ，

ιψA = -q11'1'μAμψ. 

它包含了臼由夸克场的 ιψ 及其与规范场的精合 ιψA.

(23) 

(2-1) 

规范场 Aμ 当 U = e i-y (x) 是普通实函数，即 BaTa = -y (x) 是普通实函数时，
(16) 式是简单的相位变换，即 l 维立正变换 U( 1). 两个相位变换的先后次序可

以交换，变换 U(1) 属于 Abel 群，规范这种对称性而引入的场 Aμ 是 Abel 规范

场，它是一个简单的矢量场(见 3.1 节).而气 u=ë1α T
U

是内部空间的 SU(ll )姐

阵时，生成变换的 Ta 是内部空间的短阵，一般不能互相对易，亦即两个 SU( Tl)

矩阵一般不能交换次序. SU(n) 变换属于非 Abel 群，相应的规范场 Aμ 则称为

非 Abel 规范场，它是短阵矢量场.

杨振宁与 Mil1s最初规泡同位旋空间的 SU(2) 对称性，所引入的就是一种非
Abel 规范场.现在习惯上把非 Abel 规范场都称为楠 -rvlills 规范场.所以，规范
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色空间的 SU(3) 对称性而引入的非 Abel 规范场 Aμ· 也称为杨 -Mil\s 场.

Aμ 的-般性质上述讨论是普遍的，由它可以得到规范场 Aμ 的以下性质.

首先是 Aμ 的厄米性.取 (21)式的厄米共辄，有

Al-d=tfAltff-luadv. 
q 

(25) 

与 (21) 式相减，给出

Al-4-4-A;a=tf(A; 一 AI')F t. (26) 

它表明 Al-4= 。在规范变换下不变，可以取 A;=Aμ

其次是 Aμ 的无限小变按.对无限小变换 U = ('i9o T
o

勾 1 + iOaTα. 有

Aμ → A~ =.4μ+ iOa[Ta. AI'] - 忱。aTa. (27) 
q 

第三是 Aμ 的矢量表示 A~. 取上式的迹，由于 tr Ta = O. 所以 trA~ =trA I" 

即 Aμ 的迹在规范变换下不变.于是可取 tr Aμ=0吨即可表示为

Aμ =A~几. (28) 

肘子 SU(3) 规范场， α= 1. 2. … .8. A~ 是 8 个闵氏空间的阴维矢量场.

第四是 A~ 的变换.在 (27) 式中代入 AI' = A~卫和 [Ta . Tb] = ifabcTc. 就有
A; 的无限小变换

α
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A 

(29) 

(30) 

杨 -Mills 拉氏密度 为了写出杨 -Mills 场的拉氏密度，可以仿照r..laxwell

场的结构 -iFμ"F川.先写出场强张量 F阳.杨振宁与 Mills 当初是用试探法 (by

trial and error). 要求写出的拉氏密度规范不变，在 Abel 规范场的情形简化为

Maxwell 场的结果.

在 Maxwell 场的情形，容易看出有

[Dμ . D,,] = iqF;μν(31) 

对于杨 -Mills 场，可以用上式作为几v 的定义.记住现在 Aμ 是矩阵，就有

几ν=-jIDμ D，，]= θμ A" - 8., AI' +队 A，，]. 削

矩阵 Aμ 的迹为卒，所以 Fμv 的迹也为事，可以表示为

Fμ F;"几 (33)
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把它和 Aμ =A~Ta 代入 (32) 式，就可得到

F:" = 岛At-θ"A~ 一 qrbcA~A~. (34) 

利用 U=l+Wb丸，可求出 Fμν 的无限小规范变换

几v → F~" = U凡"U↑ =FJνU几U↑ = F:"Ta. + Wb 
F:,, [Tb • Tal 

=(FJv-fakobFL)丑 (35)

BP 
F:" → F;ν'=FJv-fωcobF;ν(36) 

凡v没有规范不变性，而是协变的由于 Fμν 没有规范不变性， -~F，μ"F阳不是

规范不变量.但容易看出，它的迹是规范不变的.于是，可以取

ιA=-jtr(FJ阳)=-jvt飞机Tb)=-jFJjt β 
把它作为杨 -M阳ills 规范场的拉氏密度.上面用到求迹公式 (9). 对于 Abel 规范

场， α= 1，上式还原为 Maxwell 场的拉氏密度.

一个逻辑完整和自治的物理理论，都有一套相应的数学表述.狭义相对论

是四维闵氏空间的物理，广义相对论是 Riemann 弯曲空间的物理，量子力学则

是无限维Hilbert 空间的物理.规范理论可以用微分几何中纤维丛的语言、图像

和榄念来表述，可以说是纤维丛的物理.本书定位为简明量子场论，面向只有挟

义相对论和非相对论量子力学及相应数学基础的读者，可以不必涉及这一数学

领域.本章末的附录，给出上述讨论的一个数学与形式的推导，供有兴趣的读者

参考.

9.2 杨 -Mills 场的路径积分

1. Faddeev-Popov 等式

问题有了杨 Mills 场 Aμ 的拉氏密度句，下一步就是从生成泛函求出场

的传播子.这要用到量子场i仑的中心等式(第 5 章 (35) 式)

fv ρ K盯川…E←μ川-斗引L川(川

对任何一种场 Eι' 只要根据它的拉氏密度把作用量化成上式左边指数上的形式，
右边的 K-l 就是要求的传播子.这个公式的必要条件是算符 K 有逆 K- 1 存
在.这就要求

Kç 舌。‘ (39)

即 K 的本征值没有简并.对于有简井的情形，当 E 是两个简并态之差时就有
K~=O. 
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对于规范场 Aμ，由于规拖不变性，所有能由规范变换 (21 )联系的 4 在物

理上都是等效的，它们给出相同的拉氏密度和作用量的值.也就是说，由规范变

换联系的 Aμ 是算符 K 的简井态，所以 K一 l 不存在.对 f Maxwell 场，亦即

Abel 规范场，我们已经在 7.1 节 1 中讨论过这个问题.

杨 -Mills 场 Aμ 的生成泛函可以写成

Z[• f ÐAeiJd.T(向+川 = f ÐAeiS[A ，/1 仙

其中 ÐA=Ð仅A句句】ÐAIÐA岛2ÐA岛3' 积分取遍所有可能的 AI" 包括由规m:变换引入的

自由度.由于作用量 S 是规范不变的，这些多余的自由度对应 j二同悻的 S 值，使

得 Z 发散而没有定义.为了消除这些非物理的内 rb 度，在I\I a.xwell 场的情形，

我们是引入规范固定项来选择一个确定的规范，这相旦与于修改原来的拉氏密度

(7.1 节 1 ).一个更自然的做法，是保持原来的拉氏密度，而对上述泛函积分加上

约束条件. Faddeev 和 Popov①以及 Oe Witt ②最早给出了这种有约束的路径
积分方法， 现在耐件:之为 Fa趴叫【d巾dde~矶凹哥e机‘川F飞

规范条件 所有可能的 AI'μ 张成一一.寸才个、函数空问'其中包括了内规范变换(但21川) 

引入的非物理的维度.物理的子空问 AI'μ 只是这个空间的一个坦曲面.曲面的方

程
Cα[A，，(.r叫)川]=0 川41川) 

就是对 A冉l' 的约束条f件牛，前:为规范条件其中角标 Q 是条件的序数.场有多少个

分量 A;~. 就有多少个条件.由于有规范不变性，这种扭曲面可以育不同j主择，

彼此在物理上等放，亦即上述规范条件具有规范不变性.

在曲面 Ca[Aμ (x)] 二 O 上的每一点 Aμ (x). 都是一个物理的场，功;即场方程

的一个物理解.通过规范变换由官得到的点，构成一条穿过这个曲面的曲线.这

条曲线上的点在物理上是等效的，亦即与它们相应的态是简并的.曲面上的两

个点之间不能用规范变换联系，是不同的物理解.与它们相应的两条曲线旦不

相交.这就是说，规范变换的作用，是把这个曲面上的点拓展成一束句:不相交的

曲线，构成一个更高维的简并态空间.把泛函积分 (40) 限制在物理的空间 Aμ·

就是限制在一个与这柬曲线相交的物理的扭曲面.

Faddeev-Popov 行列式为了对泛函积分(40) 加上约束 (41 ).把积分限制

在这个物理的超曲面， Faddeev 与 Popov 引入等式

1 = ~叫 fÐUÒ时II 问

( L.D. Faddeev and V.N. Popov ‘ Phys. Lett. 25B (1967) 29 

( B.S De Witt , Phys. Re,.. 162 (1967) !!95, 1239 
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其中 U 是 (21) 式中的变换矩阵， AI 是式中由 Aμ 变换来的 A~ ， 而 ó[G]是 8

泛函，

6[G[A~]] = rr 6(Ga[A~ (x}]) , (43) 
α，:1: 

它是在所有变换空间 α 和时空点 z 的 6 函数之积， Faddeev-Popov 等式 (42) 实

际上是 ~[AI'] 的定义，其中泛函积分的结果可以表达为一个行列式，所以 ~[Aμl

称为 Faddeev-Popov 行列式"

对 Aμ 相继做两次变换 U 与 U飞并令 U" = U'U. (42) 式就成为

1 = ~附 1 ÐU'6[G[A~"]] ， (4-1) 

由于有规范不变性， 6[G[A~"]] = 6[G[A~']] ， 所以上式中的泛函积分与 (42) 式中

的相同，从而

~[A~] = ~[AI']' (4 ,5) 
Faddeev-Popov行列式 ~[Al' l 是规范不变的.

(42) 式的泛函积分中，被积泛函是 6 泛函，所以 U 只在单位变换附近变化.

把变换表示成 U =eieoTa ，对 U 的积分就可以换成对参数。的职分，

1 ÐU6[G附 = 1 Ð(}6时]]=1日 叫叫)沛附阳附&刮阳附(ρρ(Ga [♂叫a叮[μ叫附A4拍:引l

r ó附(仰0μ叭1气w划(ωωωUωμ)， .. 才，))π =l Hdcah)6(GaIAl]) 
J b(Gl(x) ‘…)ff 
6((}l(y) ,…) 1 

|、 (46)
6(G'(x) ,…) [ 

IGO[A..l=O 

即等于积分换元的 Jacobi 行列式在物理超曲面的值.所以(42) 式给出

6(G'(叫，…) 1 
AIAJ=| , (47) 

6(θ， (y). …) I 
IGa[A..l=O 

Faddeev-Popov行列式等于规范条件对规范变换参数的泛..i/ Jacobi 行列式在物

理超曲曲的值.

2. Faddeev-Popov 拉氏密度

生成泛画的职分把 Faddeev-Popov 等式 (42) 放入生成泛函的权分 (40). 就
有

Z[.• f户ÐAÐ川叫Uω叫叫叫A叫4伴队[J阳问比州AI'飞』μ4
由于 ÐA，~[μAμ1']和 S[Aμ1']都是规范不变的，把其中的 Aμ 都换成 Ai 然后再连
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同 6 应函中的 At 一起换名为 Aμ，上式中的积分 JÐU 就可以分离出来，并吸

收到职分测度的归一化常数中，最后给l出妇

Z[• fÐ归川叫丛叫~[问4ι钊ψ州具μ，.. Jb科刷l阳阿6叫I川] e川川ei♂川iβ叫S冽l问Aι.. 川，J 付
由于 6 泛函，积分被限制在物理扭曲面 GU[Aμ1 = 0 上，代价是多出一个行列式
因子 ~[A，.. J.

规范固定项很容易把 6 泛函职分掉.为此，把规范条件 (41 )改写成

Ca[A,..] = oa[Aμ (x)] - wa(x) = O. (50) 

ωα (x) 可以积分掉.在 (49) 式两边乘以 c-i J d ,r,waw" /2(. 并对 Dω 积分，就有

Z[J] = f ÐA~[A/， Jei(SrA"J-nl/20 但 1)

其中主边职分出来的常数己经吸收到右边积分测度的常数之中，右边的。2 是泛

画运算的简写，

。2 = f dxOa叫x) (:)2) 

寝 9.1 几种情用的规范

名称 规范条件

Lorentz 规范 。μA~ = 0 

Coulomb 规范 V. A" = 0 

轴向规范 Aå = 0 

瞬时规范 Aô =0 

(51) 式中与作用量 S 相加的 -02/2f.就是规范固定项.f.为规范固定参数.

若取协变的 Lorentz 规范条件(表 9.1 ) 

oa[Aμ]=θμ A:. (53) 

则规范固定项为一(θμ A~)(θvA~)/2ι 对于 Ma.xwell 场，这就是我们在第 7 章

(16) 式中用手工加上 (added by hands) 的项，现在则是逻辑推滴的自然结果.

那里的参数 λ= 1/ι 

Faddeev-Popov 鬼场 为了能够从生成泛函 Z[J] 求出传播子，还需要把

(51 )式中的行列式 ~[A，..] 改写成指数形式，写成与作用量 S 相加的项.为此，

可以用 Grassmann 变量的泛函积分公式(第 5 章 (60) 式)把它写成

圳 =ω(iM) = C f ÐTj1J俨M (54) 
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这里可与 η 是 Gr困smann 变量.注意它们不能是普通的 c 数，因为那样给出的

行列式在分母.虽然它们是 Gr邸smann 变蝠，但不是旋量.巧与 η 不是旋量场

而是 Bose 场(见下一小节鬼场的拉氏密度和传播子).这种场并不描述真实的物

理，它们 íl 旋与统计的反常关系使得它们不会成为外线，只 HI现在圈中，所以称

为 Faddeev-Popo\' 电场.相应的粒子则称为电位于

把上式代入 (51 )式，并把待定因子「吸收到归→化常数中，就有

Z印Iμ， ]←=/户DAD师7可初7四η阶阳ÐT/ ('i(η肘旷刊('i(川川i(川叫(阳叫仰S呵刷[问A川川-

ιe何 = ιμA 一 去护【n川M句η = ι幻A+叫吨ιμGF + ι今句阳F盯m阳P(气(;.β5印圳6创) 

这个等放的拉氏密度 ιιe何呐称:为 Fa以add世ee凹凹、v-PO叩pov .t拉主氏密皮、真中 ιGF 与 ιFPG 分

别是规范固定项相 Faddeev- POPO\' 是 Z且

F= 一土 Q2=-LQal4lQUId龟.].
2ç 2ç 

(.57) 

ζFPG 一可Mη 二一可a1IZAbFIb- (58- 1 

注意短阵 ，U"h 依赖于 .41"所以 Faddee飞!-POPO飞鬼项描述规市场 Lj鬼场的用合，

消去多余自由度的代价是换来与是场的偶合.

矩阵元 _\l ah (1'. .11) 的公式可由(.5.1)‘(.17) 与 (29) 式写出，

6Ca (叫 6na [Aμ( .1:)] _ ~ r , 1_ 6na (I) 6A~.(:::1 
"(r-u)=-q?寸?一 -q c ",.:" -q I d:::一一一~一

。υ ( .11) M叫 .11) 1 J-- 6A~(:::) b()I'(y) 

( • 6 r2α(工 ) rwb = I d二一一~; D~V(z)6(z - y). (.59) J ._- 6A7;(:::) 

注意其中第一个等号给IH ('的选择，最后的 D~b(Z) 是作用 l 二 ζ 的算符 (30)

鬼场的作用 鬼场虽然不是真实的物理，但在理论中却起着重要的作用.上

面的讨论表明，鬼场是为了把边函积分限制在物理空间. i肖除非物理自由度，而

自然地引入的.而早在 1963 年 FeyrullaJJ 就指出，只l了不破坏立正性，就要求

引入鬼场①.进一步的具体分析则表明 Fadd盼、:-POPO\' 鬼粒子起着负自由度
的作用，以抵消划范场拉手非物理的类时态和纵向极化态的放应.我们就不再

体讨论这些问题，有兴趣的读者可以参阅有关书籍②.

( R.P. Feynman. :\cta Plays. Po}on ÍC'a 24 (196:~) 创17.

②例如1. L.H. Ry由r ， Quantum Field Theo T'JI. 2nd 时.， Cambrid~e University Pr晒. 200:1. 

p.276; l\I. E. P四kin and D.V. Schroeder. .4 n Introdu l' twn fo Q IilI1l I.um f'l dd Theory. Add四011-

W回ley， 1995, p.51 f>. 
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3. 杨 -Mills 场的传播于:协变蝇施

Lorentz 规范 由于规范固定项和鬼项都与规范条件有关，杨 -Mills 场的

传播子依赖于规范的选择.我们选择协变规也 (53). 即 Lorentz 规范，规范固定

项为
ιGF = - 2-ç(θμ A~)(θ11 A~). (60) 

由于出现在积分中，可以差一个对积分元贡献的问维散度项，这一项叉可写成

ι句GF = 言去.伊
对于 Lo时r吧呐啊e创町entz 规范(何53句)‘ (59) 式中的 bna( .l:)/bA~(.:;) = ba ('θI~b(x-;:) 吨 T工 I是圣有

λM川I内 y) = /户介μ巾叫;:[附
鬼场用上式和(仰30创)式写出 Fa肌叫dd世e凹e肝、v-Po叩pov 鬼项的具体形式，就是

ι中-/叫川x).Ua/J(.r. y)rlb (y) = - /巾伺帆叫可瓦阳αu( .l叫峭峭)罔附附θ叶砌f引[附

= / dx(的a)D~bTlb = / d;r(叫)(内 + qrbc A~ )TIb 

=-/问时 -q户xrbc(oμ可α附c
=一可·口η - q(θμ可 ) .(AμXη). (63) 

上式右边第一项是自由鬼场，时n::可以写出鬼场的传播子

iAFb(X - y) = _ibab口 -l(X _ y). (64) 

它在动量空间的表示为

JLf(z-u)=-L ldkAf(k)fi创刊
r \- '" (2;r )4 J _.._, (65) 

.iFb(k) = b啡 (66)
(63) 式的第二项给出鬼场与规范场的嗣合，嗣合常数为 q. 它给出两个鬼粒子 14

一个规范场粒子相汇的顶点，其巾一个鬼粒子搜含散商 θμ. 在动量空间相应tH

现一个动量因子炉.

规范场 (56) 式中， ιA 可以写成二项之初，

ιA=-j(机一 ω;:-q内;111叫一叫一俨A~A~)

4川 一 o"A叫叫A4扪;ρ川川川川)川附川川(Lω仰{θ♂叫}严I

+jqmM川;一叫)一:州cjavc'机A~， A~，
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=jA;(俨口 -ßPô"叶q产A;AWA:

-jtf叩γ机A~， A~" (67) 

其中去掉了对积分无贡献的四维散度项.于是

ιA+ιGF=jA:[俨口- (1 一 ~)ßPð"]A~ +俨4441州:

-j伊c (68) 

这就是纯规范场的等放拉氏密度.第一项描述规范场的门内部分，给出传播子

叫ν(x - y) = i60b [gJ.W口一( 1 - i)例"r
1

， (69) 

它在动量空间的表示为

DaL(z-u)=-L jdkDG飞(k)e- 帅-1/)‘
一 (211' )4 ) 一

__L 1 r . k..k"l 
DZν (k) = _6

00 k2 lgl' v 一(1 - ç) .-'k;v J 

传播子的形式依赖于规范固定参数 E 的选取. ç = 0 称为 Landau 规范，

称为 Feynman 规范或 't Hooft 规范，它们都属于 Lorentz 规范.

(70) 

(71 ) 

ç = 1 

(68) 式中的后两项相应于场方程中的非线性项，描述规范场的自相豆作用.

第二项是桐合常数 q 的 1 阶， 3 条粒子线汇于一点，形成 3 粒子顶点，其中一条粒

子线含有场的微商伊‘在动量空间有一个动键因子炉.第王项是 q 的 2 阶项，育

4条位子线汇于一点，是 4 位子顶点.规范场的位子是最荷粒子，存在自相互作用.

4. 杨 -Mills 场的传播子z 轴向规范

轴向规范轴向规范的定义为

tμA~ = O. tl' tμ= -1. (72) 

tμ 为一类空矢量. 若规范场的一个类空分量为零，就称它属于轴向规范.这时

nO[A J.l l = tμ A~. (73) 

ιGF =一土(tμAi)2=-iAtatJatVJ4a 
2(' w 2( l' 

(7.t) 

另外，

Mab(矶的 = -tl' D~b(x)6(x - y) ‘ (ï5) 

ιFPG = !叫(工)tl' D:b(x)rlb(x) = !叫μ州 +q内~)ηb
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=千f由伺问叩可h阳αa t叫μ

其中第二项因为规范条件 t俨μ A~ = 0 而等于苓.上式表明， 轴向规范的鬼场是

自由的，与规范场没有搞合.因而对鬼场的积分可以分离出来吸收到归一化常靠

中.

传播子把 (74) 式与 (67) 式中的第一项相加，就给出纯规范场拉氏密度由

自由部分，为
auv A 、

、
‘
，
，
，
，

ν
 

sb 
μ
 

t -
A
-
c
'、

ν
 

nO UF RO 
口ν 

UF GU 
，
，I
E
飞
、

a
μ
 

-4a 
4 

'i-nL 

(77) 

从而传播子为

iDF~v(X - y) = ib叫gμν口一 θμθν-ltμ叫 -1 (78) 
飞1; / 

由于高 tμ t" /1; 项，这个传播子比协变规范的 (69) 复杂. 在轴向规范中没有鬼场

的麻烦，其代价是传椅子复杂得多.我们在下面采用协变规范.

9.3 QCD Fe严lman 规则

1. QCD 拉氏密度

QCD 的物理 夸克的色荷是严恪的守恒荷，即夸克场的色空间具有严恪

的 SU(3) 转动不变性，夸克场在色空间的取向没有物理意义.从这一物理假设

出发，根据定域规范不变性原理，就必然存在一种 SU(3) 规范场，与带色荷的夸

克场桐合.这种规范场的粒子，就是在带色夸克之间传递相互作用的载体，称为

股子 (gluon). 这个描述带色夸克之间通过传递胶子而发生相互作用的相对论量

子动力学，就称为量子色动刀学英文 Quantum Chromodynamics，简称 QCD.

SU(3) 规范场 Aμ 有 8 个分量句， α= 1 ， 2. … .8. 相应于 8 种胶子.而夸克

有 6(味) x 3(色) x2(正反粒子)=36 种. QCD 就是这些夸克与胶子体系的量子动
力学.夸克之间通过股子传递的是一种强相旦作用，所以 QCD 是关于强相旦作

用的相对论性量子理论.

关于夸克的第一个基本事实是:没有发现单个的夸克，亦即夸克只出现于

与其他夸克构成的束缚体系中.这称为夸克禁闭 (quark confinement). 单个夸克

是带色的，没有发现单个的夸克，意味着夸克只能以色单态或无色态的形式址

现，所以又称为色禁闭 (color confinement). 关于夸克的第二个基本事实是2 在

夸克之间的相豆作用过程中，传递和交换的动量越高，夸克就越像是自由植子，

越呈现 f白1 由的状态态.这称为夸克的渐过自由(阳囡盹町ym
臼由，意味着夸克之间的相豆作用随着距离的减小而减弱.
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关于夸克的这两个基本事实，是任何理论必须面对和解释的物理. Gross 和

Wilczek①以及 Politzer ② f 1973 年分别她立地证明了 QCD 具育渐近自由，
这才使得大家相信和接受 QCD 作为描述强相tf.作用的基本理论.

作为描述强相巨作用的基本理论，大家也期待 QCD 能对夸克禁闭的原因件

出解释.根据渐近自由反过来推理，在夸克之间的动量转移撞低，相句:作用就越

强，夸克之间的相瓦作用应叫随着距离的增大而加强，从而形成不能分离的束

缚态.这称为夸克的红外奴役(in仕ared slavery). 不过 QCD 的渐近1'1 由是在动

量转移不太低的情况下证明的，这个反过来的推理不能不力11证明地外推到动量

转移很低的情形.所以夸克禁闭的原因还是一个世布解决的问题.把时空离散

化而定义在恪点上的格点规范理论(lattice 笃auge theory) ①所进行的数值计算
使人相信，夸克禁闭的问题可以在 QCD 的框架内解决.

拉氏密度 QCD 的拉氏密度是规范不变的夸克场拉氏密度 (23) 与杨 -Mills

规范场的 (37) 之和，

ι=ι+ω+ιA=。川μ -m)ψ - ~F/~I..F:V. (79) 

而在路径积分中，即量子化的表述中，按照 Faddeev-Popov 方法， ιA 要换成

(56) 式的 ιeff. 即在上式中再加上规范固定项相 Faddeev-Popov 鬼项，

ι=ιψ+ιti，A +ζ.4 +ιGF +ιFPG 

=平(i ，l' ðl' - 771)卜 gl/Jìl' A川 -jFJX+ιGF + .cFPι(80) 
第一项是自由夸克场，第斗项是夸克场与规范场的桐合，第三项是杨 -MilIs 规

范场.注意这里已经把桐合常数的符号换成 g. 在协变规范中具体写出 ζGF 与

ιFPG，就有

ι= 石(仰μ -m)ψ+lAa|俨口一 (1 - ~)θμðvl A~ 
μ2μ| 飞 Er ~ I 

- g l}Jì μAμψ+gfabcA:AlθμA~ - ~ g2 r bc J"bγA:A:Aμ'， A~， 
,, --v- --C -t" J -'，一

一可a口ηa _ gj"bc(θμh)A:η'c. (81) 

第一行给出夸克与胶子的传播子，第二行给出夸克与胶子的桐合以及胶子的白嗣
合，第三行给出鬼位子的传播子及其与股子的桐合.这就是具体和完鲁的 QCD
拉氏密度，是下面讨论的基础与出发点.

( D.J. Grc嗣 Rnd F. Wi lc7.ek, Phys. Rev. LetL. 30 (1973) 1:!43. 

( H. D, Politzer. Phys. Rev , LetL , 30 (197:3) 1346 

(K.G. Wilson , Phys. Rev , D lO (1 974) 2445 
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2. Feynman 规则

一幢考虑夸克是 Fermi 于，所以夸克传播线和l外线的规则与电子相同.不

同的是，夸克态还是三维色空间矢址，含有色指标 n ， 由于色禁闭 ， QCDS 矩

阵的物理基矢不会是单个带色夸克，而且: rtl 多个夸克组成的色单态强子.相应

地，物理过程的入射和出射强子是时l 数条夸克外线组成.还要注意夸克质量与

味有关，不同咪的夸克质量不同.

胶子场 A; 是四维时空矢埠，所以肢子是角动量为 1 的矢量 Bose 子.巾于

是规范场的粒子，具有规范不变性， j民 f无质址.此外， j院子场还属于 SU(3) 生

成元 Ta 构成的 8 维空间，有 8 个分址，对应于 8 种胶子.所以，胶子外线与传

播子有 IJ 与 α 两类指标.最日，胶子带色，不仅与夸克嗣合，也有自嗣合.由

于肢子带色 ， QCDS 姐阵的物理基矢也不会是单个带色胶子.原则上可以考虑

由多个胶子组成的色单态肢沫.但实验上迄今尚未发现.

Faddeev-Popov 鬼场。α 与反鬼场弘是 Grassmann 变量，传播线具有 Fermi

子的特征，有方向和连续性.但'自们又是 Lorentz 标量(至少在协变规范的情形).

传播子具有 Bose 子的特征，反比于动量平方.而且它们与股子一样有指标 α. 有

8 种粒子与反粒子.最后，由于鬼桂子不是物理粒子，设有外线，只有传播线.

传播子规则 可以从 (81 )式直接读出夸克、胶子、鬼粒子的自由传播子内

线.下面给出它们在动量空间的图形规则.

·夸克内线: iSFln(p) = i6'"飞L =L+J! 
1J -m l' 

·肢子 I句线:
J.: ..k 

iDFL(k)=-lrbp[仇，ν - (1 - ()合丘]=

·鬼拉子内线 i~F(q) = i6叫 = .q..+;
,
..þ. 

q" ~ 

d 一-一 __h

μV V VkV V 
" 

与 QED 一样，每条内线都要对所传播的问维动量积分并除以 (2π)-1.和对两

个踹点的指标求和.这两种运算都 tj顶点的性质和指标育关.由于是定域场论的

点相瓦作用，时空平移不变性要求在每个顶点都有守tH:因子 (2汀)-I 6-1(汇iPi). 可

以利用它们完成动量积分，最后就只剩下闭合圈的积分和一个总的初末态守恒

因子 (2π) -1 6 -1 (艺， Pi). 而每个顶点有守伺关系 E二 p， = o. 记住这几点，在下面的
顶点规则中就不含因子 (2r.)-l 6 -l(艺 ， p，). 而是有 L ， Pi =0. 

同样，利用上述传播子的 6"''' l -j 6ab‘完成对指标爪 n. α . b 的求和，就可以

消去传播子中的这些因子，只剩下对相连顶点的同样指标求和.对于闭合圈，这

种求相就成为求迹.类似地.还有对时空指标 μ.ν 和 Dirac 旋量指标。， β 的求
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和，这与 QED 完全相同.

顶点规则 从 (81) 式可以看出共有夸克-胶子、股子·股子、胶子-鬼粒

子三类顶点，其中股子·股子顶点又分为三股子顶点和阿股子顶点两种.与 π-N

顶点 (6.5 节 2 )和 QED 顶点 (7.1 节 2 )类似地，从拉氏密度 (81)中桐合项的

形式，由量子场论中心等式 (38) 就可写出各个顶点的因子.例如由夸克-股子

桐舍有

iω= 一 ig-!j俨A~Ta1þ 一 -ig俨Ta . (82) 

又如三股子桐合的

iι.4AA = igf毗A~(x)A~(x)伊A叮x) ， (83) 

它的动量空间表示为

gf问:ω)A~(q)A~(k)g"Pkμ = ~rbc A~(p)A~(q)A~(k)(仰μ -gμρk")

=:产A川)A~(q)A~(k)[(川μ - gI'Pk") + (g叩一俨扩) + (g叩一川)1 

= -:!f血与(川(州(k) [g叫
一 -grbc[gIJ"(p - q)P + 9叩(q - k)" + 9ρμ (k - p)门、 (84) 

注意圆括号有上角的字母是指标，不是指数.三胶子顶点有对称系数 3!，与上式

第三行的 3! 相消.下面给出动量空间各个顶点的困形规则.

·夸克·股子顶点 -ig俨Ta = 

注意江是色空间的短阵，写成矩阵元就是兀nu 包含指标 1n， n. 

·三舷子顶点:设三股子的指标是 (μ， α). (ν， b )， (ρ、叶，流入顶点的动量是 p­

q, k ， 则有 p+ q + k = 0，和圆形因子

_gjObc [gμν (p -q)P 1 
+g"ρ(q - kl l' > = 

+gρμ (k - p) ν1 I k: 

·四肢子顶点:设四肢子的指标是 (μ， α) ， (ν，的， (ρ， c) ， (σ、 d) ， 流入顶点的动

量是 p， q, k, 1 ， 贝IJ有 p+ q+ k + 1 = 0，和图形因子
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·股子·鬼拉子顶点 grbcpl' = 
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q • < fJ

ζ 1f' ... CJ 

外线规则夸克与股子的外线与 QED 类似，鬼粒子无外线.

9.4 BRST 对称性与 Slavnov-T，町lor 恒等式

Faddeev-Popov 方法通过引入鬼场把泛函积分限制在物理空间，从而给出了

规范场的传播子.其代价是出现规范固定项，这就依赖于规范的选择，掩盖了理

论的规范不变性.而规范不变性是证明理论可重正化的关键，它限制了拉氏密度

中抵消项的形式.若选定了规范，发散的形式是否仍受规范不变性的限制呢?

Becchi. Rouet 和 Stora①.以及 Tyutin ③瓦相姐立地发现，尽管选定了规
范，路径积分仍然具有一种与规范不变性相联系的对称性，现在称之为 BRST 对

称性.利用 BRST 对称性，可以很容易地得到 Slavnov-Taylor 恒等式 Slavllov­

Taylor 恒等式是 Abel 规范场的 Wanl-Takahashi 恒等式在非 Abel 规范场的推

广，它在非 Abel 规范场的可重正性证明中具有关键的作用.而由重正化引入的

重正化群方程，则是证明 QCD 具有渐近自由的基础与出发点.

下面讨论 BRST 对称性所采用的方式，是把它当作 Faddeev平opov 方法

的一个结果.而从下面的讨论可以看出，实际上也可以用 BRST 对称性来代替

Fadd凹v-Popov 方法.所以 BRST 对称性具有其自身的意义和重要性.

1. BRST 对称性

BRST 变换在协变规范中，有物质场的 Faddeev-Popov 拉氏密度为

ι= 7þ($-m)ψ-1(Fa)2- 工(θμ 俨 )2 - T7åμD;bηb (85) 
μVl 2ç \" .μ 

( C. Becchi , A. Rouet and R. St.ora, Comm. MatJJ. Phys. 42 (1975) 127: Ann. Phys. 98 

(1976) 287 

(I.V. Tyutin , Lebedev Institute preprint N39 (1975); r.I. Z. Iofa and I.V. Tyutin, Th回r.

Mlltll. Phys. 21 (1 976) 316. 
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其中前两项是原来的模型，后两项是 Faùdecv-Popυv fîj1;.引入的规范固定项和l

鬼场.原来的模型是定域规范不变的，可以把鬼场i全释为定域规范变换( 16) 号|

入的另一个场，

(]U = -gu,a. (86) 

其中的负号是为了简化后面的表述.为了保持。"是普通的 r 数，比例常数 ε 心

须是与 ηa 反对易的 q 数.换句话说‘音是 Gra.-;:-;111 <lU11 变肚， '~ Fermi 子物质场

ψ. 1/J以及鬼场 '/a. 77a 反对易.通常把它当作无限小址. f是可以写出

6A;=EDfTlb. 

δlþ =一igulaTαψ.

而为了使得拉氏密度 (85) 在上述变换下不变，鬼场i主应作相应的变换，

h句俨l

(8ï) 

(8抖)

6即Tf= 一 ; 伊川叫A~. 仰90归) 

上述变换(阳87)卜"'(仰90创)称为 BRST 变换.对 f工物质场 l与j规范场，它实际上就是定域

规范变换.下面来证明，拉氏密度 (85) 在 BRST 变换下是不变的.

￡的 BRST 不变性前面已经指出，规范场 A; 可物质场 U' 的 BRST 变换

(87)"'(88) 是 ()a = _g("a 的定域规范变换， (85) 式中的前两项在 BRST 变换下

不变.第三项的变换与最后一项中 Tf' 的变换相消. J二是，只要证明最后一项中

的 D;与b 在 BRST 变换 F不变，拉氏密度 (85) 在 BRST 变峡 F就是不变的.这

个因子的变换为

b(D:b"b) = D~bbll + b(D~b)铲 = D~bbT/， + grbc7/b.4~ 

= D ;fb i护扣g伊叫f旷f广bcdη旷c勺叭7η旷7'

= 4 f 叫W ) + ;←扣扩扩g旷gf/'广尸/，
注意对 Gra皑幽削8岛剿s剖m阳nau旧川\TI 变量有 θ包ωμ'，. (7/η( ，γ呐η俨'1♂呐，d州d叫) 二 (仇θDI'衍仙Jμ川州，1(扩(州C叮叩C)ri'γ)ν问W时rη旷训/ - (仇iθ句伽阳)/10ν川μ旷州rη/rl)问η" 和 {川7η沪lb • θμ旷} = O. 就

可看出上面方括号中第·项与第二项相消.费JF的两项为

;奸扫如伊g剑g(Jbυ伊f户b叩c
=;g(fadefbd+f叫e 一严rLet)4;arllBIIC

= i←扫扫g叫州(υf严ad缸e俨+f 叩d + f'叫呻叮叩d配勺叩defabγγ识f尸尸俨"ωω叩bd
其中用了 f尸aωbc 的完全反对称性和 η沪bησC 二一7η(ιC.vη沪7η沪l户b啕鼠目一步用了.Jacobi 愤等式
(13). 
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在 BRST 变换下的不变性，又林为 BRST对称性.规范固定拉氏密度 (85)

的 BRST 对称性，是一种变换参数为俨的'惺体对称性，其中包含了物质场与规

范场的定域规范不变性.

BRST 算符可以把场 O 的 ßflST 变换写成

ðÓ = fQI). (93) 

其巾的 Q 是作用于 φ 的算符，耐:为 BRST 耳符.它相JliZ F BRST 变换的守伺荷.

从 (87)"'(90) 式，可以写出算符 Q 作用于各种场的具体形式.例如 QA~ = D~/l 71b. 

于是，上面证明的 6D~bTl = O. 也就是，

6(QA~) 二 fQ(QA7，) = fQ2A 7, = O. (94) 

容易验证，生1φ 是 (85) 式中的真立场时，也育 Q句= O. 于是一般地有

Q2 = O. (95) 

这通常说成 ßRST 变换 60 是零革(IlilpotClit) 的，或 ßHST 算符 Q 是苓幕的.

2. Slavnov-Taylor 恒等式

生成泛函 现在来考虑、 BRST 不变性对1丘地用{角的限制.我们只考虑纯规

范场的情形，生成泛函是规范场 AI' 和鬼场 ηtJ 可的泛函积分.由 T二 A/ 和 11 的

BRST 变换足，作续性的，下面将会看到，为了得到只含一阶微商的线性厅帽，在

生成泛函中除了场(.4μ . '1. 刑的外惊(.sl尸:1'. .1/)扑，正需要再引入两项外惊 (11. 叫‘

注意这里的 ιυ 不是问维时空坐标. j二 j斗叮以把且的拉氏密度写成①

ι = ι F怦p+ .5俨川9俨俨叫"仰叶μ忱A; + r γ +7f内盯y'川α向印1μ叮d气(D ;;f川，b户纠川b.，lη沪lμb

真中 zι. y. 11 是 Gra描s臼5SI盯mann 变量' ιFP J告纯规范场在协变规范的 Faddee斗平opov

拉氏密度，

ιFP=-j(FJt)2- 去(叫)2-rm;:V
相应的生成泛函是 5 个外顿的泛函，

斗Tμ ，，]= JV呐?η川ζ

(97) 

(98) 

拉氏密度和积分测度的变换 生月2泛函的 BrrST 变换，包括拉氏密度的变

换阳积分测度的变换.在拉氏密度巾， ιFP 在 BRST 变换下不变，与 U 和l'相

应的两项Itlf BRST 变换的苓幕性也不变， j二是只剩下与 .5 .x. y 相应的三项，

6.c =♂μ 6A~ + .1:吨η。+ 61('1/. (99) 

( H. Kluberg-Stern 臼ld ./.B. ZIII.el 咱 Phys. He\'. D12 (197.5) 482. 
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职分测度的变换，就是由 BRST 变换引起的 Jacobi 行列式，

1 一，~[A~(x) +叫(x) 伊(x) + 即(x) 俨 (x) + 材(x)]1
一 , . ~' . ~ õ叫!μ‘A44吃t引讪(ωUω) 吨铲护(归b叫(ωνω)川. . ",. ω 

它不为零的矩阵元是

6[A~(x) + 6A~ 但)] _ ,ab , ,,_ _.\, ，*D~C(x)ηC(x)] 
一 = 6ab 6μν6(x-y)+ . ;.:~ 6At(y) - -,.v- ,- 6At(y) 

= 6ab6μv6(x - y) + gf.rcdηC(X)ÓdbÓμν 6(x - y) 

=6μνó(x - y)(Óab - gf. rbcr() , (101) 

6 [A~(x) + ÓA~(x) ] 6 [(D~C(x)ηC(x)]__ s; ab 
6ηb(y) Óη~(~; \~IJ =fÓaba;. 6(x-y)+ó(x-y)g(rbcA~ ， (102) 

6[1f(x) + Ó伊(叫
一 = _Óabθ16(z-u)E ， (103) 

6At(ν) 

6[1f(x) + Ó铲 (x)]
= óab6(x - y). (1().~) 

(ν) 

ó[ηa(x) + Óηα (x)] 0_ \l cab... ..abc..c = 6(x - y)(Óab + gf r η). (1 05) 
ór/' (y) 

注意非对角元都正比于f.而，，2 = 0，所以只是对角元有贡献，

J = (óμν )N[6(x - y)]3N , (106) 

N 是群生成元的个数， SU(3) 的 N=8. 这个结果表明，泛函积分测度在 BRST

变换下不变.

生成泛函的 BRST 不变性条件利用上述结果，生成泛函的 BRST 不变性
条件就是

叫盹Z川U坏μ;冯u 叫巾归=引iJ户归D阳Aμ 向师呐?阶η肘川e♂U户i川归刊fμ忡d由rεγfμ由(归川s
r. I _…川 óZ _ 6Z 11 _ óZ 、 1

= i{ I dx Isuμ一一 + xu.7=- 一 {θμ 一:.. )ya I = O. (lOï) 
J -- r 6uaμ ótf1 ~ \ - ósaμ !"J 

可以看出，若不对非线性变换 óA~ 和 6俨引进外惊 U 和 V ， 得到的条件就不是
上述线性一阶微分方程.在 (107) 式中代入

Z[s.x‘ y;u‘叫= eiW[s..r .II;u. 1J j (108) 

就给出关于 W[s. x, y; u, v] 的条件

f l6WWUW I 叫sμ'+za7 一 {μ一)α1=0. 川)
bualJ óva ç 飞 Ósaμ 'T I 

上述 (107) 与 (109) 式，就是关于 Gr回Il函数的 Slavnov-Taylor 恒等式.
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蛮撞到顶角的方程与第 8 章 (168) 式类似地，定义生成泛函

川 巧h川q职口川川川;沮川川叫u川川叫v叶'1←川l忏=斗l阴川$

22 

庄意外瞟 U 和 U 没有变.利用上述变换，就可以从( 109) 式得到关于 f 的 SlavllOv

Taylor 恒等式

Jd缸咔z |一一一一+一一一一- .; (仰θμ A~) 一-斗1=0.
l忏ôA句~ô仇1lαμ6句ηaô如va çμb可rr' J 飞

上式还可进一步化简.从 (96) 和 (97) 式可以看出， ι 只含巧和 u 的线fj

项 ôZ f_. ___ .. ~ _.._~k k. :""_r ôZ 
;; = / ÐAμ即时 - âP D:b1/)ei J dxC = iy" Z 一 θμ口?

r ou 
(1 12 

从而有 ôW _.. ôW 
τ可= ya_ ♂47丁士{l13
ory- 01l~~ 

用 (110) 式把上式换成 r 的方程，注意 ôlVjÔrr' = O. ya = -ôrjô汗。.就有
EL-Mfι 
ôrr' ÔUap 

把它代入 (111)式，可得

f咔
再定义

最后得到

r' 二 r+ 去户川~)2

f心r'62 川r'l一一-一 .+一一-一， -
ôuaμ ôA~ , Ôva Ôηa J 

(1 14 

(116 

(1 17 

这就是在杨 -Mills 理论的可重正性证明中要用到的 Slavnov-Taylor 恒等式.这↑

证明与 QED 可重正性的证明类似，有兴趣的读者可以参阅有关的书籍①.

9.5 QCD 单圈重正化

与 8.3 节 QED 的重正化计算一样，我们只考虑单圈图近似，具体计算选扫

Feyrunan-'t Hooft 规范 ç = 1 和维数正规化的最小减除方案.在单圈图近似的事

础上，就可以讨论 QCD 的渐近自由，所以本节的计算是下一节讨论的基础.

在 QED 的情形我们己经看到，不变振帽的计算，亦即 Feynman 固的计算，

包括运动学与动力学两个部分.大致地说，与时空性质有关的部分属于理论由

运动学，而与传播子和桐合性质有关的部分则属于理论的动力学.

①例如 L.H. Ryder. Quantum Field Theo咱， 2nd 时， Cambridge University Pr酬， 2∞3， p.362 
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QCD Feynman 图的计算与 QED 类似，但真运动学和动力学都比 QED 复

杂得多.除了四维时空和 Dirac 旋量的内部空间外，还有夸克的色空间与咪空

间， QCD 的运动学除了四维能量动量关系和旋址的运算外，还有色指标和 Ta

短阵的运算.而由于胶子有 rl 嗣合，以及有鬼场， QCD 的动力学除了夸克-股

子顶点外，还要考虑三胶子顶点、问股子顶点以及胶子"鬼粒子顶点的贡献.

夸克自能按照 Feynmall 规则和维数正规化，从图 9-1 可以写出
..J" r ddk , ,,_,.__, 

-iE(p) = _J.l 4-γ I in_\万(俨Ta)iDF~. ..，( k)iSdp - k)h"n) , (118) 
1 :1:百尸 ' 

p~飞 p
可以把色空间的矩阵运算分离出来.注意

胶子传播子中有因子 {)ab‘而夸克传播子中

的因子画""1 是色空间单位姐阵，就有

E(p) = TaTa . EQED (剖 (119)

其中(见第 8 章 (53) 式，取最小减除)

, .• '" r ddk 
ED(p)=ilia "94l 一「俨DF'川 (k)SF' (p - k )-y" 

) (27r)<I 

=在(-JJ + 4叫

，王‘一.
4π 

因子 TaTa 是色空间的矩阵，可以写成

( 120) 

(121 ) 

(TaTα)π川 =rt{)mn ， (122) 

C1 是 C困imir 常数.与规范对你性有关.对于 8U(3). 可由 Gell-Mall!l矩阵算出
2\ 4 

TaTa 
= ~ (λi+λ2+-+λ8) = ~. (123) 

3 
即 SU(3) 的 C1 = 4/3.1二是

Z(p)=33号 (-r) +4m) ， (124) 
.、 ït;..

相应地，引人抵消项后的夸克场重正化和质 ttt重 LE化常数为(参考 8.3 节 2 ) 
2 、 μ 民fl"

Z2 = 1 一二三 Z"， 1- 二 (125 ) 
3π~ 3汀5

从上述计算可以看出，由于 DF:ν (k) 中的因子 {)ab 仅当 α =b 时才育不为军
的值， 股子传4钱两梢的色指标相手记住这个性质，以后在给 F('ynrnan 图作
标记时，就可以今股子内线两梢的色指标相芋，同时略去传播于中关于色指标
的单位矩阵 {)ab.

真空极化 QCD 的真空极化，亦即胶子 fl 能，除了虚正反夸克的激发外，
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还有虚正反鬼鞋子的激发，以及胶子臼嗣合的效应.所以股子的完全传播子为

叫如=叫山.U.JL.. +叫OU+dAAJfJ::叫J

+叫〉十，..，Q，..， + 

这里只l商到单圈图，亦即民到单困图

近似，
p 

p..k 

第一个单圈图是虚正反夸克对的

激发，与 QED 的虚正负电子对激发

类似.注意夸克是 Fermi 子， +>t闭

合圈有一负号并求迹.从图 9-2 可以

写出 因9-2 胶手白能之" Jt.正反夸克对激发

iHGill|(k)=lfγff旦 trh !， Tai8dp)吁"TbiSdp - k)] } (2叫dμ

= tr(TαTb ). in~ED(k). (127) 

角标[ 1] 表示第→个单圈图项，1t中(参见第肩章 (59) 式，取最小减除)

IIrD(• 
=一支(川2 一 ~.I' k" ) 

利用 (9) 式，井考虑能够被激发的夸克的味数怀就布

咐ll(k)=-232三(川.~2 _ k lJ k v } l)ab 
~ ，j汀~

( 128) 

(129) 

再来看虚正反鬼粒子对的激发.

i主意鬼位子有 Fcrmi 子反对易关系.

• ~甸、 所以坦4拉豆于 l闲羽合圈有一负号.此外，

k μLaJ , C 、\\、 γ k 鬼粒 -f传播子中也有因子 l)ah. 所以
叫亏乍.\‘ rA灿L 可以令叫坦位川子内线两梢制的色才

\:斗. • 辛手. 同时咯去侍才榕番于中关于色才指旨标的

p-k 单位短阵 6αωb 这悻标i记己以后，图 9-3

图 9-3 胶手白能之二2 虚正反鬼粒 f俨二 z对.t激发 吉合 f出IJ ; 

叫:俨[2J川(忱向k的)= 一μ 川 } (21霄r )d μ 



224 9 杨 -Mills 规范场和 QCD

d ,bcd . 4-d.2 f dd p Pμ(p - k)ν _ faca fvca . μ g'" I 一一一一一一一一
} (21r )d p2(p - 1; )2' ( 130) 

其中的积分可用 8.2 节 1 中的 Feynman 折叠公式等相关公式算出.

4-ε， ε → 0，并且保留含 1/ε 的极点项(最小减除).可得

最后令 d==

f 的脚一凡 (1 ~ /.2 j 1 1. 1. 
一一一一一.-..…，、
(2π)d p2ω - 1; )2 16π2E 飞 6 111iV " '3"1'"ν 

(130) 式中的结构常数因子可以写成

foed f lJcd = C2bob
‘

(1 32) 

C2 为 Casimil;常数.对于 SU(3)‘从 (14) 式可以验证 C2 = 3，而一般地有①

C2 = N. J.中 r SU(N). (133) 

于是有

HtP!(←尝(ibvk2+jksakt)6ab(134)
(126) 式第二行的两项是股子白桐合的放应，分别来1' 1 三胶子顶点和阿胶子

顶点的贡献.三胶子自嗣合的贡献可从图9-4 写出，

-d .2 racd rbcd f dd p F; iH;俨1( 1.:) = _~/l4-dg2rCdfbcd / 一一一一一千 (1 :35) 
} (2 71' )d p2(p - k) 

其中 1/2 是图形对称因子，而

Fμν = [gμρ (k + p)σ +gpq(-p-p+k)μ+ 9<7μ (p-k-k)p] 

x Lq.!( -1.- - p)" + 9P<7 ω +p- k)ν+ 9"" ( - 11 + k + k)ρl 

= -gμν [(p+k)2+(p-2k)2]+(6-4d)pμp"一 (3-2d)(pμ k，， +kμp，， )+(6-d)kμ k"电( 136) 

注意胶子-胶子顶点的J:èynman 规则

ρ p 

。 p-k

圄9-4 股子自能之气胶子的自桶合

是定义流入顶点的动量为正，与胶子

·鬼鞋子顶点的定义不同.上式用到

gp凹9卢= 9,,(7 = d. 把上式代入 (135)

式，用 8.2 节 1 中的相关公式算出其

中的积分，屋后令 d = 4-[‘ ε → O. 民

保留含 I/E 的极点项(最小减除).即

得

C?凡 /19 11\ 
Hal[3l(k)=J一 (-bvk2 一 -KJv)6ab.
μ471'E 飞 6μ 3-/'." J (13i) 

①见例如 M.E. Peskin and D.V. Schroeder, An lntroductwn to Quantum Fxeld TheoT'lJ. 

Addlson-Wesley, 1995, p.500 



9.'\ QCD 单圃.Æ化 225 

第阿个守主圈图是同胶子顶点的贡献.这个|羽合圈民有一个顶点，假据顶点的

l'日推动量守恒，实际传入圈中的动址为苓， ι不会产生物理放应.从数学上看，

它的动量积分是

f 的 l-一丁 7言 (138)
飞μJ → JI

按照第 8 帝的公式 (34)咱叮 d > 2 日于它尊 i二字，所以对胶子1'1 能无贡献.实际

L 在计算 (135) 式积分的过程中，已经同样地去掉了包含这个积分的两项.

严恪地推敲，积分 (138) 的结果有·个闲 T- r(1- d/2). 当 d>2 时立是发散

的.令积分 (138) 等于军，只能看作足:~数 IE规化的一种做法或规定 (prescription) . 

肴来在~数正地化的计算中，这个规定是可行的①.在物理学家的工作中，经
验和!在觉起着重要的作用.

归纳起来，计算到单圈图近似，胶子1'1 能是三项之和，

Ht(k)=IItlll(k·)+H;321(k)+H;1I3l(k) 

= (5 _ 2~í) 乒(川2-kukv)rb
飞 J I 'Lπé 

内此定出股子场的重正化常数(参考 8.3 节 2 ) 

(139) 

h=l+(5-231)乒( 1-10) 
飞 J I 'L汀ε

七述一」式中的系数，5 - 2nrl :3 ~两项之是.fR·项 5 是胶子与鬼粒子对口μl' 的

贡献，即纯畅 -~lill吕场的贡献.第J项 2川13 是夸克的贡献 . i主意这两项的符号

闸)止，在下一节我们将会看到，这是杨-Ì\Jills 规范场理论可以具有渐近 í I rtl性质

的关键.

夸克·胶子顶角 单圈圈修正的夸ïff.-院子顶角包括两项，如图 9-5 所示.

第一项是两个夸克，股子顶点对夸克·股子顶点的修正，这与 QED 类似.第÷二

项是两个夸克·胶子顶点对三胶子顶点的修』丘，是新的 QCD 放应.

从图 9-5(a) 可以写出(参阅第 8 最(1 1 )阳 (ï2) 式，取最小减除)

r ddk' 
f斗(p'.p)=iI14-dg2J 一~ ~t'TbSf{ q))jlTa阳(/hÀTbDF川k')

11 J \ t' 
.,., ''- '" ) ( 2π)d 

= TbTaTb ..1已EO(P'.P). (141) 

t吧如巳趾」EmD (p, p川)=i斗IJ旷l
.J 

" 
r ddJ;'、

0:5 (142) 
=2πε 可·

(1\.1. Nouri- I\loghadam and J.C. Taylor. .1. PI,ys. A8 (1975) :134. 
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其中
TbTQTb = Tb(TbTQ + irb"1乍 (143) 

所以

咱(p' 到= (C1 - ~ C2) 去叮叮 (144) 

• k' • k' 

(a) 
) 'D ( 

图9-5 夸克·胶子顶角

图9-5(b) 的项为

~ ~ r ddk' 、&
AWhit4492jJEEPNCMhTM) 

x rbc[gμT(k - q)P + gTP(q + q' )I' + 9ρμ (-q' - knDT ,, (q) 

=一μ叫2f忖bTCIμ=-jcd-dtT叭

Iμ = r ddk' η(1' + mh，J(I' ''λ . ---
) (2π)d (k'2 - m2)(p' - k')2(p - k')2' 

(145) 

(1 46) 

Kμνλ = [gμν (k - q) λ + g"λ (q + q')μ +gλμ (-q' - k) νl 

=[gμν(-2p + p' + k') λ +g"λ (p + p' - 2k')μ +gλμ (p - 2p' + k') ν1. (147) 

在 (146) 式被积函数的分子中 k' 的线性项积分为零，不含 k' 的项积分值有

限，在最小减除方案中可以略去，需要考虑的只有 k' 的二次项，

γλfγν (gμν k'λ _ g"λ2k'μ +gλμ k''') = 2k'2γμ + 2(d - 2)1'k飞 (148)

于是
Iμ = r ddk'.~k'2ìμ + 2(d - 2)fk'μ 
'一

} (2π)d 忱。 - m2)(p' - k' )2 (p - k')2' 

对它运用 Feyrunan 折叠公式

丰= 21
1

叫l\α(1-z-ul+bz+ 耐'
再作积分换元 k' = k + p'x + 凹，同样在被积函数中只保阁 k 的二次项，就有

Iμ= 2 r dxdu r ~主 2k2ìμ + 2(d - 2)拗μ

J ---" } (如)d [k2 - m 2 (1 - x - y) + P勺 +1句-(扩X +py)2 j3 

(149) 

(150) 
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从而

= 2 r dx r-x 
du---,-.,-,-.,....--,--------'1 + dj2) f( 2 - dj2)俨

}o--}o -"(4π)d/2 [m2( 1 - x - y) - p勺 - ry+ (p'x+ 即)2J2 -d/2

6μ 
(151) 

(4π)2ε 

A自 (p' ， p) = 卡Ú..l4-dg2Ta ['" =α生 γμTa (152) 

最后得到

A印(p' ， p) = A自 (p' ， p)+AU[ω' ‘ p)

= (C1 +C2)乒 ìl"Ta = 学主E77μTa •
飞 I L.7rE J 二5πε

(153) 

这就给出夸克·胶子顶点的重正化常数(参考 8.3 节 2 ) 
13 0:. 

ZI = 1 - :3 27主(则
在QCD 拉氏密度 (81)中，除了上述夸克场、夸克质量、胶子场、夸克-股

子顶点的 4 个重正化常数 Z2 哩 Zm. Z3 , ZI 以外，连需要考虑鬼粒子场、三股子

顶点、四胶子顶点、股子·鬼粒子顶点等另外 4 个重正化常数.由于所有 4 种顶

点的精合常数都是 g， 所以在这些重正化常数之间存在 3 个关系.这里就不一一

具体讨论.

9.6 重正化群方程与 QCD 渐近自由

迄今所知，非 Abel 规范场论是唯一具有渐近向由性质的理论，而重正化群

方程则是讨论这个问题的一个恰当的出发点.在理论上，渐近自由是能够把 QCD

作为强作用理论的物理基础.而在实际上，惭近自由则是在高能时可以对 QCD

做微扰计算的理论依据.本节具体讨论 SU(3) 规范场，即 QCD 的情形.

1. 重正化醉方程与 β 函数

置正化群在维数正规化中引入的 μ，是一个具有质量量纲的参数，它出现

在各个重正化常数中.一般地说，重正化的单粒子不可约正规顶角 f 依赖于重

正化常数(参阅.8.6 节 3 )，所以也依赖于 μ. 而未重正化的正规顶角 rs 与重正

化常数和 μ 无关，在标度变换

μ-----+ eSμ ( 155) 

下是不变的.这个变换构成的群称为重正化群.立描述重正化的标度行为.因
此，参数 μ 又称为重正化标皮因子.
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注意截断正规化的参数 A 和 Pauli-Villars .tE规化的参数 M 以及楠点正规

化的参数 1/α 都具有动量虽纲，与 I1 相同.所以虽然具体参数不同，下面用量

纲分析讨论得到的一般性结论对其它正规化同悻成立.

置正化群方程 巾于在拉氏密度中每种场 o 的 1' 1 rh 部分部是一二次型，相应

的重正化为 φ → Z1/20. -f是，根据正规顶角的定义(见第 8 审( 160) 式)
、 6n r[ó

T( .T1. .];2 咽 zn)=60(rl)60(12) 协(.r ，，) I…‘ 
可以一般地写出动量空间的关系

r(PI.... ,Pn , g , m , 11) = Z{ /2 z:f叶B(扎 .p叫ß'时

(1 56 ) 

(1 57) 

F + B = 11. (158) 

其中 F 与 B 分别是这个 11 粒子正规顶角的 Fermi 子与 Bos(、子外线数.注意

(157) 式中重.tE化质挝 m 何嗣合常数 g 以及 Z2 和 Z:\ 依赖 i: 11. 而 rs 不依赖f

μ. 两边求 μθ/θμ、就有
(θθQ D θm å 、 I FJI DZ'2 BJI DZ3 \ 
I1一 + JI r:二一 +μ一一一:"'Ir=(~:. 一+一~V Ir. (1 50) 
θμομυ9θμθm} 飞 2Z2 Ült . 2Z3 ÜIι/ 

定义
θg .) = JI ~，J 
0μ 

1 I θ HI 
Jrll ←二百万‘

112 

7F= 」L坐L
r z;/2θ11 

1 /2 
、一 μ âZ:i'

B Z~万万f.l

。
U

ι
υ
 

-A ( 

) 'EA KU l ( 

(l(j2 ) 

(163) 

(159) 式就成为

(θθ 付飞
JI一+，:1一 +m乃一二 - F'F - B"fS)r = o. (16-l 1 
θμθ19 I ,.. 'Tn θlrt - '1' - 'Ij) 

这就是 Bogoliubov 和 Shirkoy 首先得到的重正化碎才程①.又称为 Callan -

Symanzik 方程③仨是在重正化标度因子 μ 变峡时未重 iE化正规顶角 rß 具育
不变性的定量表述.重正化群方程还可以表述为关于棵址岛的类似形式，这里
就不具体讨论.

( N.N. Bogolyubov 削Id D.V. Shirkov. Nuo\'O C'imeDto 3 (1%7) 84:, 
a> C.G. Callan , PfJYs. Rm'. D12(J970) l!i41: K Sym时Izik. ('ommrm. Mllt.h. Pla's. 18 (ID70) 

227. 
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d 函数由方程(l6(J)~( 163) 定义的函数 β，可m' ÎF' Î's 称为重正化碎幸数.

通过.i~级做扰的重正化计算 ， fiT以求 tH'仨们的各级做扰近似.而知到了这些函

缸，就可以用上述方程来讨论重t化的世 y. nl. Z2. ZJ 随参数 μ 的变化.这里

鼓手f接和重要的是第一个方程 (160)定义的 J i，ft.. 从官解出了 g 与 μ 的函数关

系，就可以得到这些量随 g 的变化，亦即函数 .3([1). 叮 "， (y). 可 F(g) ， Î's(9). 

2. 正蝇顶角的标度行为

正规顶角的正则量纲 标度因子 μ 具有质址的监纲，也就是动量的量纲.

为了求出正规顶角 r(PI… ..p，.) 在外线动址标度变扶下的变挟，需要知1m:立的

址纲，即它的动撞事次 D. 在( 156) 式中，尘rN:泛函 r[ø] 的监纲为苓.由于
6φ(.r) 
一一一= Õ(.r -川( 1(5) 
6φ( .11) 

所以 b/bψ 的量纲(参见 8.2 节 1 ) 

[b~'] = 归川J J[Ii 'l-1 = ;td/l-(d- J) /2 = .1'd+l)/2. (166) 

而

民] = :ld .1 -(d-2)/2 = ,1(d+2) !2 

「是 Tf.r) …. ..r，.)的结纲为

D'=;FM+l)+;B(川)
T( P1 … . ， PII) 是 r( J:) … . .x ，，) 的 Fuurier 变换，

叫艺zpz)f(PIPn)=ft川X).... .X n )川

(l6ì) 

(1 68) 

(169) 

所以

D = D' - nd+ d 二 d -l F(d-l)-lB(d-2)·(l70) 
2' 2 

这时:为正规顶角的正如l量纲 (cauonical dim('nsion). 

标度行为考虑外线动址的标度变换

/1，一-1.，/1.. (1 ìl) 

111 r m 何 μ 具有动茧的量纲，可以写出

r( (Pi. fJ. m.μ) = r((pi.g、《一 Im.((-1μ)= 〈Dr(pz-9· 〈-lnl. 〈 -1μ).

，))~即 r((p，. g.1儿 μ) 是 (p，. m.， μ 的 D 次齐次函数. r是有

(000 、正一 +1卜一+ /1一 -D)rtω; ， g 咱 m. μ) = O. 
θCθ111 θ/1 J 

(1 ì2) 

(1 ì3) 
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用重正化群方程 (164) 与上式相减消去 μθ/θμ. 就得到

[。 :θ1-(气+ 8 ::_ + mhm 一 1)一- FÎF - B叩ß + Dl r((pi ， g. 肌 /1) = O. (1 74) ð( . - {)q θm - 'r - 'D . - J 

这个方程也称为重正化群方程，它在接表达了i正规顶角的动址标度行为.

没有相E作用时，也就不需要重正化，重正化群系敬 J= 可rn 可F = ÎB = O. 

(174) 式还原为没有 /1 11页的 (173) 式，只有单纯的正则结纲放咛-.可以从世纲分

析得到.由于相瓦作用，才使得标度行为偏离了正则量纲放0..在这个意义上

说，乱 γm，有，可B 等贡献了反常量纲 (anoma\olls dillll'Usions). 这并不是维数正

规化所特有的现象.对于截断正规化或 Pau\i-Villars 1E规化，要引入动量截断因

子 A，对于恪点正规化，要引入与动量截断等放的因子 11α、同样有标度行为的

反常量纲. 标皮行为中反常量纲的根源，来自量子理论的委正化.

r((Pi ， g.m ， μ) 的形式解 (174) 式表明，标度〈的改变对应 fg 和 m 的改

变以及一个整体因子的改变，可以期待

r((p" g. m.μ) = f(()rωi ， g(() , m(()./ι). 

求上式的微商 φ/θ'(. 有
I ~df . ,.âg å θmθ\ 

( :. .. .r(仙. g , m, Il) = ((一 + f(一一 + f( 一一-i- )r(Pi.g(() ， 1.咐， μ)
θ〈飞 d(θ〈θgθ〈 θm/

I~df θgθθmθ 飞 1= ((一 + f(一一 + f(一一 )-=;r((p"g.m. μ) . 
飞 d( . ,., å( θ9 . J ., å( θm/ f 

从而
(δ (df J}g θ 。m å 飞
一〈一+一一+(一一+(一一一一 )r((p"g ， m.μ) = O. 

θ( , f d( θ〈 θgθCθm/

把上式与(174) 式比较，布

〈丝 = 13(g) 
å( 

〈生= mhm(g) 一 1 ]，
θ〈

(1 7!')) 

(176) 

(lï7) 

(178) 

(179) 

( df 
一一 = D - F -ydg) - B可ß(g). (180) f d( - -, r 口

知道了町的，守m(g) 电 ÎF(g). 可ß(g). 就可以从上述三个方理解出 g((). m((). f((). 

特别是上式的积分给出

f(() = (De- f ,' d([F剂。+B，曰 (()]/( (181 ) 

于是有形式解

r((pi ， g ， m ， μ) = (De- 斤 d([F咐。+B'B(()]/C: r(衍 ， g(() ， 1叫()， /1). (182) 

可以看出，第一个因子俨给出正则量纲的标度行为，而指数项则是反常量纲的
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放应.

3. 跑动桐合常数与 QCD 渐近臼由

跑动帽合常数 (178) 和(1 79) 式表明，重正化的捐合常数 9(() 和 Fermi 子

质址 m(() 都依赖 f标度因子 ι 随着动量标度的变动而变动.因而，把它们分

别称为跑动辆合常数和地动质量.英文是 running coupling constant 和 running

Illé卧 rullning 还有运行、运动、走动、变动等含义"跑动"是一个形象化的译

名.由于质量与嗣合常数都是跑动的，我们就可以从它们随着动量标度的变动

来研究量子场论在大动量或小动量标度的行为.

假设 β(9) 函数具有图 9-6(a) 的形式，有 9=0 和 9 = 90 两个零点.可以看

出，这是两个圄定点.当〈→ C汇时，在 90 附近的 9 会趋向于 90' 因为当 9 < 90 

时• ß > O. 9 随着〈的增加而增大.而气 9> 90 时• ß < 0, 9 随着〈的增加而

减小.从而 9(X) = 90' 零点 90 称为紫外稳定的圄定点.类似地，当〈→ 0 时，

小的 g 会趋向于 O. 9 → 0，零点 9(0) = 0 称为红外稳定的回走点.

再来看图 9-6(b) 的情形，还是有两个固定点.不过因为 β 的符号相反， 9 = 90 

是红外稳定的固定点，而 9=0 是紫外稳定的固定点.这就意味着，能量越高，

摘合常数越小，徽扰论的结果越好，当动量趋于无限时，摘合常数趋于零.这就

是渐远自由

p p 

9 

(a) 
) } t ( 

回 Eι6 3 函数的两种樊型

QCD 的渐近自由 现在来具体讨论 QCD 的 3 函数.与 QED 类似地，

QCD 裸桐合常数可以写成

9=11 川ZJlZ24/29B·

代入上一节算出的重正化常数 Zl' Z2. Z3. 就是

9=川2(1-2条fl(l 一;三)[1+(5 一字)iElmgB
=川 [1+(11一节制 98

(183) 

(184) 



232 9 揭 -MiUs 规范场和 QCD

这是准到徽扰J阶的结果，它给出了桐合常数 g 随动敢标度 μ 的变化.记住 gB

与 μ 无关，对上式算 μθ/θIl. 并在对 g2 微商时取 g2 勾 μ一ε4. 取极限 ε → 0 后

再令 98::::: 9. 就可得到
ση(1 1 ~Tl f \ g3 

,ð(g) = μ 云=一 (11 一二一卜寸
II 飞 3 J 16耳.

(1 85) 

对上面算出的 d 函数，图 9- 1.图 9-2 和图 9-5(a) 的贡献为if，图9-:t 图 9-4

和图9-5(b) 的贡献为负.也就是说，胶子与夸克作用的贡献为正，胶子与胶子

作用的贡献为负.具有当胶子与胶子的作用高 f胶子与夸克的作用，净的放果

为负，才有渐近 I~ 巾， )班子与夸克的作用正比于夸克味数，上式表明，只要夸克

昧数向运 16，1j!IJβ<0‘ 9 将随着动量标度 μ 的增加而减小，理论就是渐近!'1内

的.看来自然界 nf ~ 1G.所以 QCD 具有渐近1' 1 巾的性质.另一方面， QED 没

有光子与光子的直接作用 ， ，13 是正的，所以没布渐近Íl计1 ，

从物理上看，胶子与夸克的作用所引起的真空融化Jl正常的线性极化，和l

光子与电子作用引起的真空极化→悻.但胶子与脏子的作用是非线性作用，会

引起真空反常的作线性融化，使得夸克之间距离越小屏蔽越强.这就是渐近内

由的物理根瞟.

帽合常敬的形式令
9 

i主) = 11 一 ;nf

方程(185) 可以改写成

JL 坐立=一生 α2
θ1" 2πs' 

对它积分就解Hj
y2(μ)αs (/1) 

α• (Jt) = 一一一---，.+ ~~ 0 , (.1) ln (Jt:勺.12 )

(186) 

( 18ï) 

4肯 4汀

:joln(μ2/A2) = (11-211r/~)ln( Jl 2;'12)' (188) 

A 是一个具布动量址纲的参数.这就是单固图近似的重正化桐合常数，它与动

量标度 μ 的对数成反比，随着 Jl 的增加而缓慢地减小.吁 It → χ 时 Os → O.

有渐近自由.而主~ 11 接近 .1 时， QCD 成为强桐合的.

高阶修正一般地， d(，q) 函数可以写成 92 的事级数，有
U θ0:， 2 '. '. I Q，、/ O. 、 2 /0川、 3
← τ二 β(9) = -;30 七二 1 - ðtl :., 1 一冉{ ~-~ 1 -" 
α" 。μg 飞 ~1r1 飞'.!:;r I 飞'.!:;r / 

右边依次是单圈图、版图图、二圈图……的近似.相应地，吁以解:f:l
句(μ)=kil-2111h[lnlJl2 / A2)] 

l九 I Il(Jt 2 /112) l .唁 ln(μ2/ ，12)

(18!l) 
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3r rt 空 空 1\2 马岛 51 
一 Il Ln[ln(Jl:l川叫i 一-)+一一 -~I+"'~ ， (190) 引 ln2 {J12 ;..}2) l 飞 2 J ':3I -1 J' J 

Gross 和飞飞ïlczek 以及 Politzer 最先挥出了收回国的。-J()， 从而表明 QCD 具有惭

近1'1巾的性质.第一二年 Ca.<;well 和1 .Jones 就算出了以困图的贡献①

f 
m-3 

1 
，
气υ一

-

3
唱
， ( 191) 

而二固图给出②
/月 50:33 325.)\ 

.82 = ~ \2857 -了 1川IIf-忖f广 2言TT于γ户1川t

"问y坷q固图的 :-J冉-1:兔:1. 可以在丈献中费王到iJ<③:l>
拍照重正化理论，在微扰算到所有阶时，物理观测量与重正化方案无关.性

句话说，算到布限阶微扰的物理量，一般来说依赖「重正化方案的选择.在实际

上， 品和 J，与重正化方案无关，而 11 注 2 的 ;-J" 依赖于减除方案.上述 J2 是
1日修正的最小减除方案 ~IS 算出的结果.

(1 92) 

参数的确定 由于系数 3，.与参数川有关，随标度 μ 跑动的重正(七嗣台常

数 fjIJf 有关Tl f 是能够被激发的夸克昧敬，依赖T高能过硅中传递的动址 Q.

可以取质量 m<Q 的夸克昧数.例阳在电子深度1问敬散射实验中，涉及的能址

N. 高二F前阿味夸克 u. d. s. c 的质量，所以取T/.( = 4. 而在正负电子对檀机上的
实验 rn" < Q < T1I t. 就要取 ηf =凡而告 Q'> 1川 t. 则l1 f = 6. 

知道了一个标定点阳的桐合常敬!在 O，，{J IO). 就可以在接从方程( 18!J)的数

值积分算II} 另一点 μ 的 ns(μ). 而不必用公式( 188) 戎( 190). 现在一般都标走到

中性精 80附子 zO 的质量值，取 Itη 吨= 9 1. 19GeV 实验测量的结果是@

os(mz) = 0.1176 士 0.0020. (1 !J3) 

这个数值表明，在此能区确实可以做微扰汁算.

因!J.Î 给出了 Os 对动量标度 11 的关系.实验点的数据取 n Eidehnall 等人

的文献②中的图 9.2，曲线是公式 (188) 对实验点的简单拟合.可以看出，随着

:;)) bH;:度 μ 的增加 0，缓慢地减小.

① 飞飞'.E. Ca!iwel l. PII.V5. Rev. Lett. 33 (19ï4) 244: D.R.T. .!O/1es. 儿Tud. PIJ.V5. B75 (19ï.i) 

.531 

②见1. Hir时llilfe 的评i~. 载 Review nr Parl icll' Prop凹.tl<C-";专链 Pbyι Re\'. D50 (199.1) 

11 ìì. Sect.ioJl 2" 

( S.A. Larin ct ul. PIIY~. Lett. B400 (l !J!Jï) :i7υ 

⑥ W..!\1. 飞y阳 > 何~t αd叫l. (Par忖tid忡e肝. Da剖ta Cr口《υ川3川叫t

G( S. Ei<ωdehnar‘町111 把时t α叫L (Partic1e Data Group肘)， Plly~ 只 Leθ肘tt. B592 (2004) 1. 
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图9-7 QCD 跑动嗣合常数 α.(μ)

附录规范场的微分形式

这里只简略地给出一些基本定义、慨念和性质①.不深入讨论和逐一证明.

1. 辙分形式

定义考虑 D 元实变数沪， μ= 1. 2. … .D. 设想'ι为空间坐标， dxlJ就是线

元， dxμdxν(μ#ν) 则是面元.面元是有方向的，可以定义 dxνdxμ = -dxμdx" 句

即面元 dxlJdxν 与 dxνdxμ 大小相等，方向相反.于是还应有 d:r;lJdxlJ = 0 (这里

不对 μ 求和)，亦即微分 dxμ 是 Grassmann 变量.这样定义的优点可从坐标变换

(x , y) → (x'y') 看出.巾 x = x(x'. y'). y = y(x'. y') ， 可以写出

/θx . .θz 八 /β凹， β盯八
dxdv = 1 =- dx' + =- dv' II 一二dx'+ .;二 du' 1 

' 飞 θx' --- . 句，-" )飞缸 θy'-" ) 

/θz 句 θz 句\
= (~一---一 :U， )dx'dy' = J(x , y; .r'y')dx'dy' , (194) 

飞 θx' θy' θy' δIX' ) 

这正是面元变换 dxdy → Jdx'dy' 的公式，其中 J(x ， y; x'y') 是 Jacobi 行列式.

设 Aμ 是沪的函数 Aμ =Aμ (x' ， x2 ， … ， XD). 可以定义

A 三 Aμdxμ' (195) 

称为 l 阶徽分形式 (l-differential form)，简林 1 阶形式.在几何上 1 阶形式 A

①参阅 A.Z钮• Quantum Field T~ in A Nutshel~ Princeton University Pr酣， 2∞3. p_218. 



附录想范场的'院分形式

是 D 维空间的矢量， A" 则是它的分量.类似地，

H=LHU 川 "..dx叫zμl.. .dxμp 
p! 

前:为 p 阶形式.宫是 p 阶张量.特别重要的是 2 阶形式

F = i卡ι仆仆ι贝几ιιι1""川M川川时μ...，/!!J•1ν川/川，!
，官ι描述了空间的弯曲简并"的 0 阶形式，则是坐标 f 的标量函数.

微分算符 d 可以定义微分算符 d 对微分形式的作用为

dH= 卢机
ffi1:.对于标量函数 A. 布

235 

(1 96) 

(19ï) 

d ,1 =θμAdxμ (1 99) 

而对于 1 阶形式 A 有

dA = d(川乍机d.r~'旷 =;(θI"A" - 8I" A,, )dx l" dx" 

=去F，H'dxl" d.r" = F. 川
l 阶形式的徽分是 2 阶形式 . dA= F. 可以看出，若 Aμ 是 Maxwell 场 A 是场

的 l 阶形式.则凡ν 就是场强， F 是场的 2 阶形式.

庄意 f 不是微分形式 dxl' 不是 d 对微分形式的作用.可以证明

dd = O. (2 l1l) 

d 作用于任何微分形式两次，结果为零.运用这个性质的一个例子是

。 =ddkfiF=jaFJ川zν(202)
它给出下列 Bia配hi 恒等式

θλFμν 十 θμ F"λ+θνFλμ= O. (203) 

采用微分形式，把 A 与 F 当作物理量，就不必考虑具体坐标，就像在量子

力学中不考虑具体表象一样，可以大大简化公式的推演.这在处理比 A 和 F 复

杂的物理量时(例如在弦论中).就方便得多.

封闭、严谨和 Poinc盯6 引理 对徽分形式。‘若有 dα= O. 就林之为封

闭的 (closed). 若存在微分形式成使得。:;:: d13. 贝IJ 林 α 是严谨的 (exact). 由于

dd = 0，所以严谨形式必定是封闭的反之，封闭形式不一定处处严谨. Poincaré 

引理说，封.闭形式是定域严i茧的.即，若对某形式 H 有 dH=O. 则存在形式 K，

使得关系 H=dK 在一定范围成立，但不一定处处成立.例如，若一矢量场的

旋度为零，则它在一定范围内是某标量场的梯度.
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微分形式的积分 对微分形式 H 在某一区域!IJ的积分，可以写成 r\f H 

不必具体写出 H 的坐标表示，但要记住冥中包含积分测度.例如对 2 阶形式

F = ~~μIIdX" dx" 在任. 2 维民域 .r..J 的积分可以写成 IM F 世 H 为 p 阶形

式，/11为 p+l 维仄域， θ几I 为几f 的 p 维边界，则有阳下定理

11dH=111Hm 

2. 规范场张量的推导

为了书写清晰简洁，可以将 iq 吸收到心中，把协变微商( 18) 式写成

Dμ=8" 十 Aμ (205) 

引入 1 阶微分形式
A=Aμdxμ ， (206) 

就有 '1 .4:! = AμA"d:rμdx" = ~ [Aμ. A ，， ] dx叫X". (207) 
~ • 

2 
对于 Abel 规范场 (Maxwell 场)..4μ 是普通问维矢址，上式为本.而对于非 Ahp]

规范场.4μ 是矩阵矢埠，上式不为零.

用微分形式，规范变换 (21 )就是

A 一→ A' = UAU t + UdU t . (208) 

注意 iq 已经吸收到 A 中，而变换矩阵l.'是~ 0 阶形式，

<wt =θ'"Utdx" . (20fl) 

用 d 作用到 (208) 式，可得

dA 一→ dA' = Ud .4Ut + dU o4Ut - U AùUt +<lUdUt . (210) 

第三项的负号是由于把 1 阶形式 d 移过 A. 注意这里 d 只作用于它的右过邻.另

一方面，巾 (208) 式有

A2 -... .412 = U .42 [T t +<f .4dUt + Ud['tU AUt + <!dUtUdut

= U A2Ut + U AdUt - dU AUt - dUdU t . (211) 

把 (210) 与 (211) 式相加，就得到

do4十 A2
-+ dA' + 04 12 = U(dA + o42 )Ut

‘ 
(212) 

这表明 2 阶微分形式
F = dA + A2 (213) 

在规范变换下是协变的，可以把官定义为规范场张结.写成坐标分茧，就是

Fμν=θμAII - θ111 04μ +[Aμ . A ,,]. (214) 

把吸收到 Aμ 中的 iq 写出来，吸收一个 l/iq 到凡ν 中，就给tH (32) 式.
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10 Glashow-Weinberg-Salam 模型

辅相瓦作用无疑是上一世纪日半叶址手场ì~发展的一个主要的前沿领域.

在这个领域里，人们从错综纷繁的粒 T物理现象巾，→步一步理出头绪，拽出唯

象规律，并进一步寻根溯晖，最日归结为简单的规范原理，近出了与电磁相句:作

用统一的重要一步.这是理论物理又一部优美动人的田园交响曲.在研究弱相

句:作用的这个探索过程中，量子场论的问题与位子物理的问题是盘根错节紧密

交缠在一起的.本章只是侧重和提取出问题的址手场论方面，而不打算过多涉

及有i进入粒子物理的细节.为了看清问题所在，需要追溯一些观念的起顶，要从

历也切入主题. 10.1 节既是历唱己的铺垫，也是白面讨论的基础.本营的缸述不

完全是逻辑的.

10.1 弱作用的唯象理论

1. Fermi 相豆作用

自衰变的 Fermi 相直作用 在 Pauli 提 lH 中做子假设后，为了唯象地描述

。衰变

n 一→ p + e + "v... 

Fenni 于 1934 年写出了关于这个过理的相句:作用拉氏窗度①

ιF = -GF [P(X)俨η(.r) J[ë(x))μ vc( .r )J + h.c.. (2) 

这里按照粒子物理学的习惯，就用表示粒子的宇 CIJ:来表示相应的场 h.c. 表示

前面一项的厄米共辄 GF 是 Fenni 辆合常数.上式这种类型的相互作用，就称

为l-"{>rmi 相互作用.

可以看.出 Fermi 相豆作用是 Lorelltz 不变的.立含布与 QED 类似的矢量

流.lIJ (x) = p(x )-y1J η( .r )和 J卢(.r) = f(.r)吁'μ v，，(.r). 是这两个矢量流的流·流桐合.

) l ( 

( E. Ferm i. Z. Pbysik, 88 (1934) 1tì1 
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这种流·流搞合，是 4 个 Fermi 子在一点的定域相瓦作用.由于 Fcrmi 子场具

有 M3川的量纲(见第 8 章 (24) 式)，所以 GF 具布 Aj -2 的最纲.它的数{亘可以

由实验测得的衰变宽度定出.

蕾适 Fermi 相互作用 (2) 式随后就被推广，用来描述实验现测到的各种

F 衰变过程.后来又发现，这种问 Fermi 手定域桐含的形式也适用「宾'仨弱作用

过程，而且搞合常数都是 GF. 具有普适性.在 195ß 年李政道和杨振宁提出弱作

用过程的宇称不守恒①以后，很快就认识到，在弱作用中不仅电-f，中微子也
是左旋的.用场的左旋态来写 Fermi 桐合中的轻子弱流就是(参阅 4.2 节 1 和1

4.2 节 2 ) 

JI' = ëî'μ(1 - )5)的.+.\(3)

省略的是与轻子 (μ，'V川和1 (í川τ) 相应的项.上式可以分成包含)1' ffT ，1'俨的
两项，分别是矢量 (vectorl 和轴矢道(a.xial \'('ctor). 这种由矢量流和轴矢量流等

权相加的桐合，体为 V-A 型钢合.

另一方面，又发现 Fenlli 糯合中的强子明流也包括矢量流和轴矢量流两部

分.进一步的研究表明，强子弱流可以在夸克的层次写成

J,J = 否可 μ (1← ( 5 )d/) + 町"( 1 -俨)~/)， (-4) 
、
1
1
l
l
'
/

,uuo /
l
1

飞

、
1
1
l
l
'
/
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。
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E
t
t
-
、

(5) 

其中 u， d‘ C ， S 是夸克场埠， ()..是混合 d 与 s 夸克的实验参数①.称为(飞\bibbo 角
这样推广盾的 V-A 型普适 Fermi 相巨作用，可以写成

ιF=古叫Jμ (6) 

其中

2μ=jμ +Jμ =e吁，μ( 1 一可 5)Vp 十百7μ (1 - ì [， )d/l 十否可μ(1 一俨)句+.... (7) 

省略的部分是其它轻子弱流的项.这个唯象相句:作用可以用来描述 μ 衰变、 自

衰变、 π 衰变以及奇异粒子的半轻子衰变等低能弱相句:作用的有关实验现象.

例如，按照夸克模型，中子衰变实际上是夸克的哀'变

d 一→ u+e- +'Ve . (8) 

由于在强子弱流中出现的是 d 夸克与 s 夸克的叠加 cos (Jc d+sin (}.. .'1，所以由 F 衰
变测出的榈合常数 Gβ 比由 f 衰变测出的桐合常数 Gμ 多一个因子 cos Oc' 实

( T.D. Lee and C.N. Yang, Phys. Rev. 104 (19 f>6) 2;'4 

( N. Cabibbo, Phys. Re\'. Lett. 10 (1 963) !'i31. 
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验给出

旦旦= C05 ()c 足 0
、'11A 

亦即 0仇C 乓 14 0 . 同悻， 八届子的衰变实际上是

(9) 

日-→ U 十 e + 'Ve . 
) nu l ( 

它与中子的衰变率(见下一小节)之比含因子 ta1l2 0r . ril 此也可定出 ()C'

2. II 的哀变

μ一衰变的物理旷的主要衰变模式为

μ-→ e 十'Ve + 'Vμ· ) 'EA l ( 

设 S.p.q. k 依次是 μ一. e一.飞·飞的|坷维动量.中微乎无质量. wv. = q. ....v" = k. 

i主意我们这里用同一斜体字母表示无质量粒子的能量与四维动量.能量守恒和

动量守恒分别为

山'μ= .... 'e + q + k. 

8 = p+q+k. 

(1 2) 

( 13) 

末态三个粒子的能量和动量分布，要受到上述条仲的限制.实验测得 U 的质量

相干均寿命为

mμ= (105. (j58 369 土 0.000O(9) r..'leV.

TIl = (2.19703 士 0.00004) X 10-6
5. 

(14 ) 

(15) 

衰变宽度描述 μ- 衰变 (11 )的 Fermi 相句:作用

‘ 

E 

是

ι臼←F户=古命叫仰l伊肌旷川否凡阳旷μρJ山7沪训λ气(1卜-')'斗守铲巾5勺5 )/州l

风考虑最低阶微扰'要算的 Fr、w呐、V盯'nfI口川I

它可以算出衰变的不变振帽 M日.对初态求平均对末态

求和1以后，系统的平均跃迁率为(见第 6 章( 147) 式)

μ 

\1< 

图 10- 1 μ 衰变顶点

Pti = 汇\"(2π )464 ( Pr - P; )I;\;f fiI2. (1 7) 

对于衰变的情形，这也就是单位时间内的平均衰变慨束，即平均衰变率.平均衰

变率在实验上联系于粒子能谱的宽度，所以又称为表变宽度.所有衰变模式的宽
度之和，则称为表变总宽度.衰变总宽度的倒数，给出系统初j态的乎均寿命.
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末态相空间分布巾电子与两个中微子的动量分布确定，衰变宽度为

"""" rVd3plld3 qVd
3
k"'''_\.1<4 ru = Pfi = ~ ) : I 一一一一一一一一~\-'(2π)"ò;(Pr - f1 )N白.Hfi I 2 . (1 8) 

μ2EJthj(2π)3 (2π)3 (2π)3 

其中归一化常数为

均 4 JW lJ. weqk V2 
进一步的计算需要知道衰变振帽模方的求和1 ~二 IMflJ2.

) 
n凹

'EA ( 

计算艺 JA1fiJ2 由 Feynman 图 1 0- 1 可以写出动结空间的衰变振帽

均=丢GF[Uv ，.(k 队内斗)uμ川J[Ue (p， Çch>. (1 -ìr， )l'v.(q.çvJJ. (川

由此可以算出
/"12 

艺 JMfìJ2=气fL[Vv• (q , çv< h p( 1 一飞 )Ue(p. ç" )][U IJ. (s. ι)俨(1一俨)Uv " (k, çv ,, )J 

叫队~ (k ， ι" )守λ(l-ì5 )11μ (S.çμ )][Ue(p. ι)可λ(1 -刊)凡，.(q ， çv.)J
/"12 

=气f L[瓦(pι)飞 (1 - î'5)Vv.(q.çv.) J[Vv.(q.Çv,,) ìp(1 - ì5)1l..(p, çel] 

X L[ulJ. (S ， ι)俨(1一俨)1I-v" (k , çv ,. )J[uv" (k. çv ，，)沪(1 - ì5 ) 1l1J. (S.çμ)J 
正1'， (Vll

/句2

=二手咐 +m"hλ (l -ì5)fî'p(1- ì!;)Jtr[(1 +叫扩(1- 俨)扩( 1 一沪 l]

= 128 Gf.. (qs)(pk). (21) 

在上述计算中用到求和公式

艺 u(k ， ç)u(k , ç) = ~ + m L 1'( k.ç)币(k.O = ~- m (22) 

此外，对于短阵中含因子铲的求迹运算，有下列公式z

tr俨= tr(俨俨) = tr(ì"俨 î 1i) = 0, 

tr (ìμ吁"俨γ飞5) = --l ié'νpð = 4i(川凹， J 
(23) 

Eμν阳是四阶完全反对称张量，它对任何两个指标都反对称，井且严123 = 1.亦

即

I 1. (μwσ) = (0123) 及冀偶次置换，

Eμνp<r = < -1 , (μ/-Ipa) = (0123) 的奇次置换，

I 0, 其它情形.

(24) 
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计算几把归一化常数(19) 有11二面算出的艺 1.\Ifi1 2 ft入(1 8) 式，就是

[ d3p d:1q d:'k 句JI， .qf7 kρ 
几 =4G;l 一一-一一一一-7÷(2π)~b.j (Pf - P;) J (271-)3 (2π )=l (2汀 p 峙\，-v"q民

(25) 

F己来算对两个中做子的积分

(7 0 { (f'q d.1 k '1(7 kμ 
P = I 一」亏一一τι一 (2π)叮叮Q - q - k). J (27r ):1 (2π 尸 I/k

(26) 

其中 Q = s - p. 1叩是 LOrl' lltz 协变的，与参号·系无关.最简单的算法是在两个

lþ融子的动心系，这时 Q 是纯类时的. q + k = O. 有(;' = -k' , q = k. 可以用

品(q+ k) 先完成对 q 的积分，得到

σρ ( d3 k -kσ"'1' + 2kkg(70g州
'一 l 一一一 'J.~.--" " 271' b(Qo - 2k). o - } (2 71' )3 (2ì) 

冥中 Q() = iJ.'u - ....:e. 注意这里 kk 是川的能桂平方，不是四维不变量 k2 = (kk). 

日者为军.再用品(Qo - 2k) 完成对 k 的帜分.就有

I叩 =zLob-qm+21lotγ)
.!-!π 

(28) 

注意结果与参考系无关，写在任- Lon'ntz 系就是

I町 τ~ (Q '2 y f11' + 2Q♂Q") 
~-!π 

(29) 

现在 (25) 式只剩下对电子的积分.

[ d:1p IjσPp fr1f> _ G f.. [ d:1p Q2(sp) + 2(sQ)(pQ) 
Tu = 4G} I 一一一一一'-' F I 一一 (30) 
μr J (27r)3ωμ ..... ',. ô;r J (2ir )3 以μ吨

在 μ一静止系，并略去电子质量. (ρQ):::: (p川)=mμ屿'e' 最后算出

=空i ff乓[(屹 -2m川 )+2mμ(mu 一吨)]
π J (271' )3 

r:~ rm~/2 内 G;m引
=云乌 I -v，:d怡、 (3m~， - 4mu的)=Tf7-P

l.!πv Jo l~ :tπψ 
(31) 

Fermi 糯合常数衰变模式 (11) 的分支比:::: 100咒真它模式分支比幢小，

可用上面算得的几近似作为旷的衰变总宽度，于是
T
J
μ
-
3
 

η

一
π

G
F
一
归

rJ-··A 

一
一

μ
 

f = 
l-~ 

(32) 

ft入 mμ 和 Tμ 的实验值，就可算 11J Ferllli 隅合常数 GF.

(32) 式是略去电子质量的近似. μ- '--i ('一都是荷电粒子，精确计算不仅要
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考虑电子质量，还要考虑 QED 的辐射修正.这样算出的结果是①
l~ ~fm;. 、 f ， . 3 m~ 、 r ， , (25π2 、 α(川μ)α'l (m~)l

一=立二号 F(斗 )(1+τ 一井) 11 + (τ 一 τ) 一一一 +C2 一寸一 1. (33) 
Tμ l山俨飞m~/ 飞 δ m::'.1 L 、 o ~ I π iT~ 

F(x) = 1 - 8x + 8.r:1 
- .r~ - 12.1'

2 111.r. (:34) 

156815 518 ') 895 -'_, 67 5:3.) 
C2 =一一一一-一- 11';:一一~ ((3) 十一一刑十一扩1112. (35) 5 184 81" 36 -, -, . 720 . 6 

2 . nl." 
一一-一=一一 111~ + .;;- :::: 136, (36) 
α(mμ)α3背 n1e 。π

其中 ((x) 是 Riemann (函数， α(m) 足，跑动的 QED 隅合常数 mw 是 W士 Bose

子质量，

111... = 80.40:J(29)GeV. (37) 

代入电子质量

111" = 0.510998918(44)MeV, 

用 (33) 式定出的 F('rmi 楠合常数是

GF = 1.1 6637(1) x llr5c;('v- 2
• 

GF咔勾1.03 x 1O-~ 

(38) 

(39) 

(40) 

3. 一些理论考虑

Fermi 作用的性质与问题 简单地说 Ferllli 弱相 Ll:作用具有ir夕IJ性质 if-

特点:

·具有普适性，有共同的偶合常数

·是四 Fermi 子直接的定域相互作用.

·参与作用的位子处于左旋态，反位子处于右旋态.

第一点普适性，意味着弱作用与电磁作用一样，是一种基本相句:作用，锢合

常数 GF 与电荷类似，相当于一种"弱荷而后两点则意味着 Ferrni 作用还

存在致命的弱点和问题，不是一个基本的理论.

首先，立不满足 S 姐阵的主正性条件.对 i二类点状楠合的 s 披散射，总截面
π
-
2
 

·
4
τ
7
1
r
n
 

< 
σ
 

) 
·
·
且

'aa . ( 

这个条件可以从 S 短阵的主正性严格推出⑦.而对于 Fermi 相句:作用，由于 GF

( W.J. Marciano and A. Sirlin. Phys. Re\'. Lett. 61 (1988) 1川队 T. \'1111 Ritbergcn and 

R. G. Stuart , Phys. Re\'. Lett.. 82 (1 999) 488 

②见例如 Steven Weinherg、 The Quantum Theo句。'1 FU'. I命， Vol.I, Cambridge University 

Pr四泪， 1995 , p.156. 
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有最纲 U-2 ， 截面扭略地为

厅 ~σ;k2 (42) 

所以 Fermi 作用在能量超过几白. GeV 时会破坏 S 矩阵的么正性.

其次，参与作用的粒子处于确定的手征态，意味着粒子无质量.粒子若有质

茧，参考系的变换将会改变粒子的手征态(见 ιl 节).实验就依赖于参考系，这

违反相对性原理.这就是说 Fermi 作用只是在能够忽略粒子质量时才成立.

更为严重的是，在 8.6 节 2 已经指出，这个相句:作用不可重正化.因此，即

使民把 Fermi 作用当作在低能近似下才适用的唯象樱型，理论也由 r高阶做扰

发散而不自治.

中间 Bose 子模型对 Fermi 模型的一个i'I然的改进，就是把问个 Fermi 子

的宦接嗣合，换成通过交换某种煤介粒手的嗣合，作为一种三粒子锢合的二阶

过程，像电子之间通过交换光子嗣合的 QED 一样，如图 lι2. 其实 Fermi 就

是根据与 QED 二阶过程的类比而提出流·流嗣合形式 (2) 的.弱作用与 QED

的相似性，一直是支配弱相瓦作用领域研究的主导思想.

w 

V~ 

图 1 0-2 交换中l'àJ Bose 子 W 的 μ- → e 亏。飞a 过程

这种传递弱作用的媒介粒子，可以用要文 weak 的字首 W 来表示 为了能

够与 Ferrui 子流嗣合而具有 Lorentz 不变性，与 QED 一样， 飞飞·的场必须是矢

量场.也就是说，与光子一样 w 是 Bo~妃子.所以这个模型称为中间 130se 子

模型.

中间 Bose 子模型与 QED 有几点不同.首先，要能描述。衰变中电荷的转

移，而又保持电荷守恒，所以认·与光子不同，必须是荷电粒子.真次，为了保

持弱流具有 V-A 结构，明'不同 1:元子，没有确定的宇称.另外，二阶过程要在

低能时近似成为四 Fermi 子类点状嗣合， 叭'必须在低能时仍有很短的擅长，亦

即有很大质量.

假设这种中间 Bose 子与弱流的嗣合为

ζ1\' = -9:7μ W" +h.c叫 (43)

真中 9 为嗣合常数 W，μ 为重矢址场(见 3.4节).可以从场叽s 的拉氏密度算出
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其传播子为
一 I k..k" 、

iDWt", (k) = τ2 ~， 2 (gμ，，-」手 J. (4-1) 
n 一 -m;;. 飞 111响

11lw为 W 粒子的质量.于是，钢合 (43) 的J阶过程在低能时'-j Fcrmi 顶点等放

的条件就是
I ku Å'二、 FTII ， k→。一 ig.Jμ↑tτ王 (bv-4T)(一旷)一→一it芫尸品 (45)

此一一 11 ι叶飞 m~ / v''2 

也就是
92GF 

mtd 
若假设 g 与 QED 钢合常数相同 l = 4 11"0. 就可由 Fenui 楠合常数估计lH

中(拮)IJ21FtIBU{)阳

(46) 

(47) 

深入的研究表明，虽然现在的嗣合常数 g 无量纲) f日在高能时这个模型仍

然会破坏 S 短阵的主正性.此外，尽管嗣合 (4:1) 的结构':j QED 一样，但是由

于传播子中的 kuk，， /m~. 项，发散的事次随营橄扰阶数的增加而上升，不能重正

化.而且，质量项是破坏规范不变性的. 飞飞7 粒子有这么大的质量，很难想像这

是一个基本的理论.

10.2 白发对称破缺与 GoldstOlll' 定理

简洁历来是物理学的迫求，此二如本~卅头摘引的飞飞'('illbcrg 的语录所说.

Dirac 就说得更精辟①. "科学的目的在于用简单的方式去理解困难的非情同
样，对林也是物理学的一种迫求.从文化与精神的层面看，对称的迫求反映了我

们爱美的天性.而从技术的层面看 对称的运用则表现出我们对于具体物理了

解的欠缺.对林与简洁是一种静态美，而对称的缺损和在简洁中掺入的些做复

杂与变化，则往往呈现出更高品味的动态美.

规范不变性或规植对称性是结手场论的核心.在规毡场的拉氏密度中加入

质量项就会破坏这个对称性.中 rdj Bose 子那么大的质址，对规植对陈性来说绝

不是微小的瑕疵或缺损.能不能既保持拉氏密度的规范不变性，又使中间 Bose

子具有必需的质量?这看似两难的困境，从观念的转变中找到了出路.

观念的转变，来 n铁磁现象的启发.描述铁酷性的 HamiltoIl量是空间各向

同性的，而在临界温度以下的碰铁却稳定地处在平均 [1 旋有一定取向的状态.

一般原理的对称性并不意味着具体物理的对体性，需要学会把这两者民分汁

( Helge Kragh. Dimc: a sClentiji,- biο.gmphy. Cal\lbridge U ni \'f'rsity rres.~. 2005. p.2:，阳
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把握了边个观念以后，现在把在原理层面的对陈性缺损，稀为对称性的明显础

快而把在具体物理层面的对称性缺乏，称为对称性的自发破缺，或自发对称很

缺 (spontaneous synunetry br('aking). Nambu (南部阳一郎)首先注意到了，量子

场论的真空与固体多体系统的基态相似，并且把磁铁对称性白发破缺的概念应

用到粒子物理①.

联系到我们的问题，就是要区分拉民密度的一般不变性和物理真空的实阳

对称性.粒子作为真空的激发态，它所造成的不对林，也许只是来 n具体真空

的不对称，井不一定要求模型拉氏密度也不对称.r是问题就变成z 能不能从

地也不变的拉氏密度出发，得到不对称的真空?以及，能不能把中间 Bose 子的

质量，归结为真空的不对陈?答案是肯定的.这就是本节要讨论的 Goldstone 定

理，和下一节的 Higgs 机制.

1. 自发对称破融

对称性的自发破缺考虑复标量场的 φ4 模型，其拉氏密度为

ι=θμotθμφ - V(队 ót )

=θμφfθμφ-7FJφfφ 一 λ(。↑ cþ)2 ， (48) 

m 与 λ 是势能 F 的两个参数， λ 项描述场的自嗣合.这个模型显然具，育整体细

范对称性， ζ 在下到l变换下不变2

7 是实常数.

，目

φ 一一→ Ci = C. Iφ‘ (49 ) 

场的基态对应于势能的极小，育
θF 
瓦t = m2φ +2λφ(Øtφ) = O. (50) 

当 m2 > 0 时，上式给出版小点为。 = øt = 0，只有一个解.真空是唯一的.而

当 η12 < 0 时，用 o 复平面坐标描绘的势能曲面呈悟舰底形，如图 10-3.φ=0

点为极大，极小位于

|φ1 2 =一丢 =α2 λ> O. (51) 

亦即 |φ1=α. 这有无限多个解，对应于 φ 复平面上半径为 α 的圆周上的点，如

[到中的虚线.因为 φ 是算符，上述条件意味着场的真空期待值为

1(01φ10)1 2 = u2
. (52) 

( Y. Nwnbu. Phys. Re,'. Lett. 4 (1960) 坝。
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满足这个条件的真空 10) 有无限多个，相应于 (Ol cÞ IO) 复平面上半径为 α 的圆.

所以现在真空是无限简井的，物理的真空只是真中的一个态.这种真空期待值

不为霉的场，称为 Higgs 场.

1m φ 

网 10-3 复标量场 d 模型的势能\"

(49) 式是场 φ 的相位变换，相应子场在复平面的转动.在这个转动下，简

井的真空从一个态变到另一个态. 在复标量场的这个模型中，物理真空取特定

的相位，没有规范对称性.这就是场 φ 的一种内发对称破缺.

Goldstone 粒子 (52) 式表示场在真空态仍然有一定的平均值 U ， 而实验只

能测量在这个平均值基础上的激发.实验上观测到的各种粒子，都是场以真空

为基础的激发.可以把 α 分离出来，研究场相对于这个平均值的运动，

忡忡 α+ 去 [h( ，r) + iρ( .r) 1 (,')3) 

其中

(OlhIO) = (OlpIO) = 0, (54) 

所以实标量场 h(:1:) 与 ρ(.r) 是能够宣接测量的物理的场.把 (53) 式代入 (48) 式，

略去相加常数项，有

ι=j(制)2+j(δμρ)2 一 λv2h2 - >'1'h(h2 + ρ2) 一 ;(h2+ρ2)2 ， (.55) 

其中

l' = v'2α(56) 

可以看出，场 h 具有质量v'2:\ t'，它正比子场。的真空期待值.这种 Higgs 场的
植子，称为 Higgs 位子.

另-方面，奇妙的是，分离出平均值 α 以后的场 ρ 无质世. 一个连续对称

性的自发破缺，会导致无质量粒子的存在.这是个普遍的结论，即 Goldstone 定

理.这个无质量的场通常稀为 Goldstone场，相应的位子则称为 Goldstone 位于

也有作者称为 NRmbu-Goldstone 粒子
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从物理上看，连续对称性的破缺导致基态出现连续的简井.系统在简井态之

间的转换没有能量的传递，所以相应的粒子不可能有质量.这就是出现 Goldstone

粒子的物理 Anderson 最先在固体物理中讨论了这种现象①，随后 Higgs 把这
一观念运用于粒子物理②，最终导致 Glashow-Weinberg-Salam 模型的建立.

2. Goldstone 定理

基于势能的讨论拉氏密度可以一般地写成

ι=θμφTθμφ - V(cþ). (57) 

真中 φ 是 N 维内部空间的歹IJ矢量.设势能 Hφ) 在 φ=cþ。有定域极小，
θVI = O. a = 1. 2."\ N. (58) 
θφα|φ=φυ 

考虑场在此平衡点附近的激发，可以把势能展开成

qφ) = ""(φo)+imdzb+O(13) 仰)
真中飞 (x) = φ(叫一 φo. 因为 φ=φ。是嵌小点，质量矩阵必定是非负的，

θ2V 1 
I ~ O. (60) b= 再司歹|φoy

i虫拉氏密度 ι 在 N 维内部空间转动下不变，即具有变换

φ ---4 rJ>' = (.'φ= ei /loToφ (61) 

的不变性.于是有

V(cþo) = V(φ~) = V(φo)+lmabbφα6φb+ … (62) 
2 

茸中切为 φ。在上述转动下的变换.上式给出

mabÓØaÓφb = O. (63) 

所以，仅当 óøa = óøb = 0 时，才·可能有 Tnab 笋 O. 若切α 与 óq} 均不为军，则

必定有 mab = 0, 

mαb=O‘ óø" 乒 O. óø" 并 O. (64) 

&0" 不为军，意味着真空在这一维是简井的，对称性白发破缺，没有饨的转动

不变性.这时有 maa = 0，与♂相应的物理场质量为军.这就是 Goldstone 定

理.

上述分析同时还表明，质量矩阵为军的维数，即 Goldstone 粒子的数目 Na ，

(I'.W. Anderson. Phys. Rc\'. 130 (196:i) ..:m 
( P.W. Hi阻5 ， Phys. Lett. 12 (1964) I:J2 
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等于真空的对称性发生破缺的维数.而有质量的粒子数，即 Hi昭s 粒子的数目，

一般地说等于 N-NG .

量子力学的证明前面对 Goldstoue 定理的讨论，还民是基f拉氏密度中的

势能项，现在来给出普遍的量子力学证明.根据 ~ol'ther 定理(1.3 节 3 ).与­

种连续对称性相联系地，就育一个守恒荷。

[H.Q] =υ(6:) ) 

H 是系统的 Hamiltoll 算符.对于系统的基态{即真空) 10) , jt!气选择相加常数J(i

有

HIO) = O. 

通常，‘真空具育这种对称性，在其变换 F不变，

eioQIO) = 10). (6ï) 

亦即有QIO)=O. 反之，归果真空没有这种对称性，存在 n发对称破缺， IjlIJ QIO) :1 () 
这时有

HQIO) = HQIO) - QHIO) = [H. QlIO) = O. ((ì~1 

所以 QIO) 也是一个真空态.这就证明了: 对称，性的自发破缺，导致真空发生 34

并.

(6fi) 

对 Fi:量子场系统， Q 是守伺流 Jμ (x) 的空间积分，

Q= J(川x. 1)

Q 守恒意味着上述积分 1，;"时间 t 无关.考虑、具有动 l过 k 的态

Ik) = J (川'" j o(x. t)IO) 

tu 

(ïO) 

由于

Ik) 主二巳 οI()) . 

即在动量为军的态 Ik = 0) 粒子能量为牢，所以限据相对论，态 Ik) 描述质量为

零的粒子.这就证明了 (;01山tone 定理.

10.3 Higgs 机制

前一节讨论的是模体规范对称性的1'1发破缺，现在来看定域规范对称性的

白发破缺.定域规范对称性的 1'1发破缺，常常说成规范的 n 发破缺或向发规范
破缺.先来讨论 Abel 规范场的情形.
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1. Abel 规范场的情形

Abel 规范自发破缺还是考虑复标址场的 φ4 模型，定域规范不变的拉氏

密度为

ι = (8/J - ig .4l" )øt ( θμ +i切9μμg.4/J俨川』归』

=θ8/ρ 

I真I中 Aμ 是 Abel 划范场• F，μ"θμAν -D.， A/，. 算符 θμ 的定义见第 2 章 (6) 式.

真空的情形与前一小节相同，是无限简芹的. fJ~j韭 (53) 式的真空，把它ft入(ï2)

式，略去相力n常数项，就育

ι= ~(θμ h)2 + ~(θμp)2 一 λv2 h2 _ ~凡"Fμν+192JAJμ
4 

-叫2+ρ2) _ ~ (h2 + ρ2)2 + g1181JρAμ 

+州 ρAI" + g2川Aμ+jgW+p2)AJ

在it算中用到公式

(73) 

CC H
A叩
r
吨

AB ++ B

「

Ha-4i AAJ 
一
一

=
H
n吨

η
，

C
B
 

r
t
'
4

一

+•
a
,= 

阳
剧
B

Ha+-4H 
A
/
ν
A
 (;1 ) 

Aθμ A=O. 

(73) 式第一行是自由的实际挝场 h. μ 与规范场 Aμ『后两行是场 h. μ 的 n 相

Ll~ i'F用何与场 Aμ 的嗣合.可以看出，现在 h 有质量J2:\ tl . 而 p 无质量，这与

幌体规1fL对称的情形一样.令人兴奋的新的结果是: 规范场获得了质量 y l' ! 

第干二行的最后一项 gvθμρAμ 是场 ρ 与 Aμ 的隅合 ι使得这个 Goldstolll

RυSt:' 子与规范场粒子在传播中会句:相转换，这意味着它们是同一种粒子.事实

七，这一项叮以通过下述规范变换消去.

Abel 情形的么正规范考虑定域规也变拽

。一 φenφl~ γ = -y (x)是实函数 (75 ) 
Aμ → AL =Aμ 一;如. J 

叮可为无限小时， (53) 式给出

φ'= (1 +i守) 1α+ 主(h + iρ)1 =α+ 土 [(h - -y p) + ilρ+ 协+飞fi -ya)]. (76) l ~ , J2 \.. , '1" J -- - , J2 
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亦即
h' h - l'ρ 

~ (77) 
ρ=ρ+协+ V2 1a . J 

这表明，与规范场 Aμ 一样，场 ρ 的变换是非齐次的.官既有在 (h ‘ ρ) 平面的转

动，还有移动.由于这种多余的非物理 rlrh 度，场 p 设高直接的物理诠辑.特别

是，假设拉氏密度 (73) 是从变换 d → φ 得到的，则可以选择规范1'.使得 ρ= o. 
从而消去其中的交义项 gvθμρAμ. 这相叫「选择了一个固定的规范.这个规范称

为物理规范或立正规范 (unitary gaugC')，简称 u 规范a 注意这里的"主正"不

是指数学中矩阵或算符的性质，而是说民出现物理拉手的这种单一性或唯一性

(unitarity) . 

于是，在去正规范中有

ι 二 - j FJ 叫 i护扩护g2卢2引川I

一 λ γ呻川h3 _ ~ λ h4 + 归
二4且俨?~

在这个拉氏密度中，只有规范位子 Aμ 和 Higgs 鞋子 h. Goldstone 粒子 p 消失了!

不过，与最初的拉氏密度 (72) 相比，物理的自由度并没有减少.最初的规范场无

质量，只有横向极化的两种规范粒子是物理的.现在规范场获得了质量，所以纵

向极化的规范粒子也成为物理的粒子，其代价是消去了一个无质量的 Goldstollc

Bose 子.所以说，这个 Goldstonc Bose +被"规范掉"了.或者更形象地说，

这个 Goldstone Bos!' 子被规币收手"吃坤"了，而吃了它的规范位子则因此获

得了质量.这个使规范粒子获得质量的机制，就称为 Anderson- Higgs 机制简称

Higgs 机制

R~ 规范消去 gvθμρAμ 项的另一做法，是选择规范条件(见 9.2 节 2 ) 

n[ o4~l = ð"Aμ - ~gt'ρ. (79) 

这称为 't Hoo位规范.或可重正化 E 规范 (renormalizable ~ gauges)噜简称 R{ 规

范在这个规范中，加入 Faddc【平Popov 规范固定项-(乱A~ - ~gvp)2/2~. 有

去 (ð~A~ -~gvp川δ1"p.A" =_去阳μUEgV+例'比(ρ04"). (80) 

上式右边最后一项是同维散度，对积分无贡献，于是可把 (73) 式写成

ι=;(制)2-Mlhj(θμρ)2 _卡州2

-lFμ"Fμν+192JA Aμ 土(θAμ)2 +…‘ (81 ) 
μ2~μ 

省略的是场的嗣舍项.现在虽然消去了交义项，但场 ρ 仍然存在，没有被吃掉.
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不过宾质量 ..ß. gv 依赖 F参数已所以是非物理的，可以在计算的最后消去.

Re 规范与主正规范是句:补的.在主 i正规范中，所高粒子都是物理的，它们

的 Feyll ll1an 传播手也简单.从 (78) 式可以看出，规范粒子和 h 粒子的传播子分

别是(参阅(.!.!)式)

-i I k..k. 、
一一一一一( u..υ~二 J. .\1 = 0 1' k2 - /1[ 2 飞3μν AJ2 j" " (82) 

一二-". Jl= V2.X V. 
k2-112 

(83) 

可足·主~ k 很大时， (82) 式正比 F AVthJK2. 在可重正性证明中，需要表明含 J.'I ， k"

的这一部分没有贡献，相飞麻烦.

另一方面，在 Re 规范中，规范粒子和 ρ 粒子的传播子分别为

(84) 

k2 - f, M2' 
(85) 

它们显然比么正规范的情形复杂，而且 ρ 树~-r是非物理的.但是气 1... 很大时，

(8.!) 式正比于 1/ ;.-2. 可重正性的证明就比较容易.这就是把这种规范林为可重

正化规范的原因.更有利的是，在冗长繁杂的实际计算中，验算是非常重要的一

环.参数 E 在一定的条件 F应能消去，这是一个很好的检验条件.

2. 1~ Abel 规范场的情形

模型拉氏密度作为一个具体例子，考虑具有二维内部空间的复标量场，

( 01 , 
ò = I .. 1. (86) 

飞 φ2 J 

注意这里的肉和 Ó2 是复标量.这实际上就是在 6.5 节 1 已经见过的同位旋主

间，保持矢量长度不变的 SU(2) 变拽矩阵(参阅第 9 审 (8) 式)是

U = ei(h Tk = ()lh .,- k /2. k = 1. 2.3 , (87) 

其中 Tk = T k /2. Tk 是同位旋的 Pauli 垣阵.可以看出，现在巾对易关系

[1; , T)] = if叭， Tk (88) 

定义的结构常数 fiJk. 就是二维完全反对称张国由于这里的 i. j. 1.: 不是同维B

空的空间指标，不必民分 1:下标(比较 3.2 节的情形).

(')1.: = (i)k' (8f) 
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规范 SU(2) 对称性 (87). 令。k = (h(x). 贝IJ ø~ 模型的拉氏密度为

ι=阳)tD句 _m2向一阶)2-jFLFW (90) 

其中协变微商 Dμ 和规范场 F~" 分别为
Dμ=θμ+ 胁、=也 + ig .4;.T'. (91) 

RL=qaAL-ai;, -gfJKALAi(92) 

记住 A1J = A;.T' 是短阵矢址，它既是作用于同位旋空间的 2 x 2 矩阵，又是阿

维时空矢量的 μ 分址.

真空的选择对 r 111 2 < ()的情形，真空的条件是

(0忡忡|0)=-121=J
2λ 

叶
d

"ud ( 

注意现在南 4 个实际监场，

所以

、
t
t

飞

r
t
E
J

q, •. 

dz 

、
、
、
气

++ 
'
且

q
J

、
.
、
、
.
、

一
一
一
一

l2 0
φ
 (9.!) 

φfφ=λ?+ki+x3+ 寸 = a2
• (9.')) 

这是在四维实空间中半径为"的圃，真空是阳维连续简并的. SU(2) 规范变换

(87)，相应于这个圆上的转动.选择一个具体的真空，即定在圆上→点，就失去

这种转动对称性，出现门发对称破缺.

前面 Abel 情形的做法，是吃选择 (53) 式的真空，然后再做规范变换消去真

中的 ρ，从而得到主 I正规范.换句话说，么正规范相、~于选择真空为

φ(x) = 护，+ h(x)] 附
实际上，把上式代入 (72) 式，略去相加常数项，就可在接得到么正规范的 (78)

式.选择上式的真空，则在出发点就把 Guldstonf'场规范掉了.

回到非 Abel 的情形.选定圆 (95)上一点，就失去了 3 个方向的转动对称

性.所以，现在南 3 个 Goldstone Bωe 子.选择下述真空，就可以把它们都规范

掉g
1 I 0 \ 

o(.r) = -= I v'2 \ l' + h(x) J 
植于谱把上述 φ(x) 代入 (90) 式，注意

v= η饷+仙)2 =叭)(向一向 =i khat+ 州2 _ 
1'"'] 

(Dμφ)t Dμφ=θμφ↑θμφ+ igD1Jøt Aμ

。一 igφtAμθμ。 +92φtAμ AJJφ

(97) 

(98) 

μ
 

A 
μ
 

A 吨
，
‘

) LH + U ( 2 
口
3

1-2 
+ 9· 'n 

μ
 

no ( -
A
-
吨
，
.

= (99) 
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就自

ι=-juFhjg2问4H+j(此时-沁

-川一 jλ，，~ +μ4川 +jt内俨 +jλI'~
可以看出，右边第→行是规范粒子和 Hi阳s 位子，第一主行前两项是Higgs 粒子的

1' 1 榈合，三、阿两项是它与规范粒子的榈合，品10--项是相加常数，可以略去.

诠意规范粒子 AL 有 i = 1. 2. 3 三种.在规范之前，每种规范粒子只有两个

横向内由度是物理的，而复标量场 φ 有 4 个分!it(飞 1. \2. \.1. X~). 所以整个体系

-;U;二有 3x2+.!= 1O种物理粒子.在规范后，育 3 个 Guldstone Bose 子被规范

粒子吃掉，规范粒子获得了质址 91'. 共高 3x:J=9 个规范粒子是物理的，另外

还剩下一个 Higgs 粒子，体系总的物理位子数还是 10.

规范位子在得的质量为 gl'，这是'-j Higp;s 场的真空桐合的结果.所以Higgs

机制的关键，就是具有这种真空性质的 Higgs 场.而在理论的上述结果( 100) 中，

Higgs 场的亘接可观测放应就是Higgs 粒子. Higgs 粒子的质量 ml' 依鞭~r参

数 λ. 没有其他办法可以估计这个参数，所以无法估计Higgs 粒子的质址.这给

找寻 Higgs 粒子的实验工作带来很大的闲难.

nu hu -A ( 

10...1弱同位旋与叭.'eilllwrg 转动

弱作用与电磁作用一样，具在-矢址嗣合性与普适性，有可能对立{I]统一地

进行描述.统→地描述这两种相句:作用，→在是理论家们迫求的目标. QED 是

一种规范理论.电弱统一的理论. 1' 1 然也必须是规范理论.而规范对称的模型不

能高规范粒子的质量项. Higgs 机制的发现，提供了赋予规范粒子质量的途径.

这就有了构造一个电弱统一模型所需要的棋心构件:规范原理和 Higgs 机制.这

个摸型的基础是 Glashow 的早期五作，所以称为 Gla.sho忏叭'einberg-Salam 模型.

简称 Weillberg-Salam模型或 G叭'S 模型.巾 f 't Hooft 证明了规范理论无论白

发对称破缺与否都是可重正化的①.这才使飞飞I'cinberg-Sala.m模型被普遍接受.

本节讨论弱同位旋与 Weinberg 转动， 1;节讨论 Hi阻s 场与粒子谱.

1. 弱同位庭

手征态关系 用于征投影算符(见第 4 审 (.52) 式)凡电~.可以定义子征本

( G. 't 协)Oft. Nud. PllYs. 33 (1 971) 17:1; 35 (1971) 167 
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征态

ψL= 凡ψ=j(1-75忡， UYR=PRhj(l+ 俨)ψ(101 ) 

它们分别具有 )'5 的本征值一 1 与+1，相应于主旋态与有旋态.它们有完备性关

系

凡+ prl. = 1. ψ= 耳IL +ψR， (102) 

和对易关系

俨F飞 = PR俨. 俨PR = 凡俨.

对于 Dir配共辄，有关系

"ifiL = (Pr.. ~J)t)'o = .~， t PL ,0 = "ifiPrl., 

( 103) 

(10-! ) 

以及

~'R = 4'PL . (1O.'=;) 

运用上述性质和凡prl. = PR Pr.. = 0 (见第 4 章 (44) 式) ，还有

"ifi-yμψ= (ih +1þRhμ(ψL + ~!R) = "ifil，. Î'忖L + ~)Rìμ I/'R. (106) 

和

Eψ= 百(PC + P~J1þ = 1þRψL+ 平LψR.

弱罔位旋空间现在可以写出

百俨(1 - ì.5)矿'= 2"lb俨rtψ= 2'I/， t ìOìμ pt~! 

二 21j .t Pr.. Î 0叮 μPL~" = 2~\ 可 μV'L. (10副

根据 10.1 节的唯象理论，这就表明只有 Fermi 子的左旋分量参与弱作用过程.

用左旋态，可以把轻子弱流 (3) 式改写成

(lO ì) 

jμ= 2(CLγμν。L + tLL俨νμL+ 于L俨ντd. (109) 

其中每一项都只是左旋轻子和与其相应的中微子之间的楠合.这意味着每种主

旋轻子和与其相应的中微子属「一个-.:.m内部空间，可以定义矢屉

tν'e { llu \ { VT \ 
Le = 1 Ve 1 , Lμ=1μ| ‘ LT = 1 VT I 电 (110)

下标 L 表示矢量的每个分量都取主旋分量.这个一二维内部空间，就称为lÌ~同住

旋空间.这个空间的转动性质，则称为弱同住旋 (weak isospin). 从而可以写出

jμ = 2(LeìμT- L" + L川μT- Lμ+LTìμT- LT), (111) 

这里
、
、
、
‘
‘
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从( 111) 式可以看出，还可进一步写成

jμ =Jμ一jI'士 =Jμ1 土 ijμ2 (113) 

真中

j"" = 汇 Z川叩L~ ， (1 14) 
e一噜 μ.τ

求和号下 e → μ， T 的意思.是依次加上把 e 换成 μ 和 T 的项.

轻子中性弱流 (110) 式所表示的维弱同位旋空间，是模型的→个基本假

址，这个假设如果成立， !!lIJ与三个同位旋 Pauli 姐阵 T' 相应地，由 (114) 式定义

的王项轻子弱流都是物理的.它们依次是

j尸μρ= )吹~ (伊万瓦eιL川E孔L川)
e二~.τ\u /\f叫L / e二Eτ

~ ,_ _,.. I υ-1 \ I VpL \ . ~ 
Jμ~ ) , (VeL. hhμI I . C ~ I = i ). (eL俨ν'pL -veLì "'eLl. (116) 

e- J..二 τ 飞 lυ/ 飞 eL ) e- I-1,"T 

ji"'μ :1\=\erE 
冥中 jl'μI 与 jμρ2 是改变电荷的轻子弱流，而 jμ3 是不改变电荷的轻子中性弱流.

在唯象理论的轻子弱流 (3) 式中，已经包含改变电荷的弱流，但没有不改变

电荷的中性流.换句话说，弱同位旋空间的假设，预言了存在这种新的轻子中性

弱流.荷电弱流是与荷电中间 B08(' 子 W士楠合，而中性弱流只能与电中性的中

间 Bose 子楠合.在实验上能否发现这种中性弱流与中性 Bose 子.就是对这个

模型假设的检验 1973 年在 CER.'"\①和 1974 年在 Fermi Lab ②分别通过中

微子散射

飞 +e 一飞 +e一'vμ+ N ---+ 'vμ+ X (1 18) 

发现了中性流. 1983 年在 CERN 的质子，反质子对撞机上通过反应

p+p 一→ Z(→ l++l-)+X

发现了 Zo 粒子①、弱同位旋假民得到证实.

2. 规范对称性与 Weinberg 转动

(1 19) 

轻子的初始拉氏密度与对称性 (107) 式表明，轻子质量项会楠合主旋态与

( F. .J. Hasert F.t nl.. Phys. Lett. 46 (197:1) 121 

( A. Benvenuti et nl.. Phys. Rev. Lett. 32 (974) ROO 

( G. Arni80n et al. (UAI C.{}llaborati口n). P1Jys. Lett. 1228 (1983) 103. 
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右旋态，所以只能有动能项.而且，中微子只有主旋态. J二屉拉氏密度为

ζ)= 艺 iÏ;叫1+ 艺 ilLÎ叫IL
1=ιμ.T I=Vf'! .v ..,.,Vr 

L i(LeÎ叫 Le + 瓦î l' ü/ ， R..).
e•1i.'T 

( 120) 

Le(e → μ， τ) 是弱同位旋二重态 (110) ， R., (e → μ. 'T)则是如 F定义的弱同位旋

单态，

凡=句 RIi = 阳 R--r: = 1ìl (1 21 ) 

考虑场的相位变换

l 一→[' = ("白Yl. (122 ) 

α 是变换的实参数， γ 是生成这个变换的算符.官在常态 R 与-二重态 L 的本征

值按习惯分别iè为 }"R/2 r:j YL/2. 即

γR=;MTL=;川
L 一→ L' = eioYL = e i叶飞 /2L 

(123) 

( 124) 

R 一→ R' =e'白YR = ('ioYR/2R. (12.')) 

可以看出，当 α 为常数时，拉氏密度 (120) 在上述变换下不变，具有整体规范对

称性.相应地， T 是守恒荷，称为弱超荷 (weak hypcrchargc)，它与轻子电荷 Q

及辑同位旋有关.上述变换是在场的复平面的转动，属于tJ ( 1) 对称性.

拉氏密度( 120) 除了具有 U(1 )对称性外，还具有在弱同{盘旋空间的转动不

变性，这属于 SU(2) 对称性. SU(2) 变换可以写成

L 一→ L' = eiβ'T'L = eiβ'T'j2ι (126) 

R 一→ R' =e旷T'R=R、 (127)

β‘是变换的实参数 T' 是生成这个变换的算符，立在单态 R 与一二重态 L 的作

用定义为

T'L = 卜'L. T' R = O. (128) 

由于 T' 是在同位旋空间内作用，而同位旋空间对 T 是简井的，所以

[T\ T] =0 (129) 

记住这个性质，就可以把这两种变换的么正算符合写成

U = e ioY+i ;1'T' ( 130) 

规范对称性 现在来规范这两种对称性 II (1) 与 SU(2)‘号|进相应的规范场

及其与轻子的桐合.规范后， α=α(x) 与♂ = iJ' (x) 都是时空坐标 r 的函数，
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协变微商为

Dμ=θμ + iy1YBμ + iY2TIW~. 

其中 gl 与 Y2 是楠合常数， ßμlj";:;是相应的规范场.
重态 L 的协变微商分别就是

( 131) 

于是，对啦态 R 与二

DI' Re = (龟 +;hBμ)ι

DuLe = {ι+;91YLBu+lq旷 W.~ lLp 
F 飞 2 _.】俨 2 .，-俨/‘

(1 32) 

( Yl }'LBμ + g2 H;1 Y2(W~ 一 ilV;) \ (马丁
=乱Le + 石 l l|| , (133) 

&飞 g2(H'~ + iWI~) 91 }'LBμ - g2W: } 飞 e } L 

以及 e → μ， τ 的式子.

Weinberg 转动 (133) 式表明，有在接物理含义的是 IVJ 和 111.

中方(111 丰 ilV; )， W~ = 时 ( 13.!) 

叫=仨(11++W1. w2=-L(W+ 一町)，削
V~μμd μ 

从(1 33) 式还可看出 ， Bμ 既与荷电轻子楠合，也与中微子楠合，不可能把它诠

再为传播电磁作用的场同悻， 117 也是既与荷电轻子楠合，也与中微子楠合，

它 105 Bμ 的叠加才有直接的物理含义-因此，可以定义

AμCOS ()w ' Bμ+ sin (Jw . W~ ， (1 36) 

Zμ= - sin ()w . BIJ +ω刊w'W~' (13ï) 

这是从 (Bμ .W2) 到 (Aw Zμ) 的转动，陈为飞\'eillberg 转动.转角 ()w 称为 \Veill'

oerg 角.由上述二式可以反解出

Bμ= cos (Jw • Aμ- sill (Jw • Zμ (1 38) 

w~ = sill (Jw . AIJ + cos (J、、 Zμ (1 39)

从 (133) 式可以看出，与中微子楠合的 BIJ' W2 因子是

ylYLBμ+川l-Ji 二( YI >'LCOS (Jw + 的sill 此， )Aμ

+ (-Yl YLsin (Jw + Y2COS (Jw)Zμ(140) 

要求心与中微子没有楠合，只与与荷电粒子楠合，就有

Yl YLCOS (Jw + Y2sin (Jw = O. (141 ) 

由此即可走出 Weinberg 角，

ill (J~ 一 -gl 】汪 ιs fJ山=如
w .;g阿τ页 vyrYl τ72.

(142) 
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Weinberg 角是一个由实验确定的基本常数，

sin2 (Jw = 0.23122(15). (143) 

Weinberg 转动把看似没有直接物理诠释的规范场 Bμ 与 w; 叠加，就得到

物理的场 Aμ 与 Zμ· 这与超导 BCS 理论中把电子与空穴叠加就得到准粒子的

Bogoliubov 变换①一样，真是又一神来之笔.山重水复疑无路，柳暗花明又→

村，这是 Glashow

3. 与规范拉于的嗣合

电荷 Q Aμ 与中微子没有楠合，只与荷电粒子楠合，可以把它诠释为传递

电磁作用的场.协变微商中与 Aμ 搞合的部分为

。μ+ iy1YcoS (Jw Aμ + ìY2T3sin (Jw Aμ 

=乱 + iYl COS (Jw ( 一旦T3 + Y)Aμ (144) 

为了把上式诠释为生成 QED 的协变微商，可以令 YICOS (Jw 为基本电荷 ε，圆括

号中的部分为电荷算符 Q，

Q = -YLT3 + Y. 

上式与强子的 Gell-Mann-Nishijima (西岛)公式②
于弱同位旋单态与二重态给出正确的电荷量子数，

(145) 

(146) 

具有同样形式.要求它作用

Q14 = 一凡，

就可以定出

于是有

QLe=Q(:)L=(?12)L 以及 e → μ， τ ， 

YL = -1 , 

Q= T 3 +Y, 

sin 此=亏主L丐
飞!Yî + g2 

YR = -2. 

cos 也 =τ皇丐
飞!Yi + Y2 

g1Y2 
e = YI COS f:lw = Y2sm "w =一?弓<==韦

飞!gï + Y2 

( N.N. Bogolyubov, Nuovo Gimento 7 (ser. 10) (1958) 794. 

③见例如王正行<<近代物理学}} ，北京大学出版社 2∞4 年， 473 页.

(1 47) 

(148) 

(149) 

(150) 

(151) 
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锢合项现在可以把 (133) 式改写为

DHL=&L+i(33LdWUUV} ..2 ..2 I I 
μ -,.-e . 2 \ v2y2H严 -2eAμ+ 羊岳占4μ 川 l 

飞 Vyj + Y2 / 飞 I L 

以及 e → μ‘ τ，亦即

259 

(152) 

(Jg作~Z，μ
(仙 JKzμ) (:')L 
以及 e → μ， τ. 从而，规范后的轻子拉氏密度 (120) 成为

ζIG =汇 i(L"俨DμLe +瓦俨Dμ凡) = CI +ι11 咽
e-+ f..L 1 "T 

CII = - 2: [Le俨 (YI TBμ + g2TiW~)Le + R.，俨(yITBμ)凡l
e--+μ ，T 

( 153) 

( 154) 

1 ~ (万e\T( Jg作~ l v2Y2 'w+ , (飞
=飞匀T们人 \ v2Y2 'w- 一肌无动l ) 飞 ) 

+2: 川忖Z R=ζem +ζI\\， +CIZ. (155) 
1=μ，1' YYî + Y2 

真中，与 Aμ 楠合的项为

Cem =汇 e[IL~lL + IR~lRl = -q ~二 l-y1J 1.Aμ(156)
I=e ，μ . 1' 1=ιμ ，1' 

q= -e 是轻子电荷.这正是 QED 的楠合项 Aμ 为描述光子的 Maxwell 场.与

W士楠合的项为

￡lw=-ZL 了(瓦L，W+eL + eL肝lL)=JL(f 町 +J叫v:)电( 157) 
\/'2 ι.J • 2、/2 .-
Y - e→科，τ

其中带电弱流 jμ土见 (113) 式， WJ 描述荷电的矢量 Bose 子 W土. (157) 式正

是弱作用中间 Bose 子模型的 (43) 式，由 (46) 式给出楠合常数

( 155) 式中与 Zμ 楠合的项为

2 8GFm~ 
9云=一乃一 ( 158) 

ιl户大ζ(jY? + y~VeLl /leL +如云Ll eL +乖~ eRl eR) 
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=士ETMτg~ L"川e' Zμ+tfaf Zμ) 
=--~ γ (σZ叶μr3弘Le + 2灿血sin仇2

2 coωsO此瞌 ιd 
e→ μ.τ 

( 159) 

由于中微子不带电，这个既与荷电轻子桐合又与中做子楠合的 Zμ唱片能是传递

弱作用的中性粒子， ic 为 zlJ.最后一式的圃括号部分.则是本模型预言的中性

弱流.

10.5 Higgs 场与粒子谱

1. Higgs 位于与蝇拖鞋子的质量

前面假设轻子构成弱同位旋空间，具有 U( 1) 和 SU(2) 对胁'性，并通过规范

这两种对称性而引入与场矶和 W~ 的楠合.然后作 Weinberg 转动给出物理的

场 Aμ.Zμ-wf. 这 pq种位子中 ， Aμ 没有质量，把它i圭释为此子号 QED 相符.

而 Zo 与 W士粒子没有质址，与弱作用的经验不符.为了赋予这三个规范粒子质

量，而仍然保持光子无质量，可以利用 Higgs 机制，引入恰吨的 Higgs 场.

Higgs 场与粒子 HU 引入二维弱同位旋空间的复标址场。.

/φ+ 飞
φ = I T I . (160) 

飞。U I 

其中 tþ+ J;j 4>0 部是复数，具有四个实际址.考虑、 φ4 模型，势能项

V(φ) = m2φfφ+λ(φfφ)2. (161) 

按照 10.3 节 2 的讨论 m2 < 0 时这个模型有四维连续简井的真空 3 个

Goldstolle Buse 子.选择真空为

。(x) = 土 ({)iT2=-1111(162)
d 飞 ('+H( .r) J 

就可以把这 3 个 Guldlitolle ßose 子规范掉，使 3 个地泡胆子获得质量.与 (98)

式相同，这时场的势能密度为

V =m2 ι 川) 2 = ; [ ( H 2 + 引川川11时I

= 沁山2斗切H俨{2 + 川 + ; H 』 - j 川 ( 则

第一项是 Hi厄ggs 场 H 的质量项，质量为v'2五Àv 中问两项足 Hi以民昭gs 场的「门!楠合，
最后一项相加常数可以略去.



10.5 Higgs 场与橙子谱 261 

场 φ 不仅具有 Sl! (2) 对称性，也有 U(l) 对称性，具苟弱起荷 YH ，

Tφ=j 均φ(阳)
恨据 Gell- Ì\ lanIl-:\ ishijima 公式( 1-1 9) , 

3 . 1 .,. 1 I (1 + YH)φ+ \ 
Qø = T"φ+ ~YHφ=~I ' .. "n 1. (165) 

2 飞 (-I+YH)φo J 
真空不带电 ， ø。是中性的.要求上式中 (-1 +汕 )=0咱就定出

}'H = 1. (1 66) 

这给IU 旷的电荷数为 (I+YH)/2=+ J. fJ击，场。的 4 个鞋子中，被视m鞋子

吃悼的奇两个带正电一个不带电.确l下的 Hig;gs 粒子是电中性的，记为 HO . 到

质量为

Ifl. H = v2:.\ l' (I 67 

自由规范场 为了讨论规范鞋子吃障 GoldstOlw Bose 子后在得的质址，需

要先写出经过飞，veinberg 转动后的自由规范场拉氏密度.首先来看规范场 Bμ 与

lPL 由于它们是 Aμ 与 Zμ 的线性叠加，根据 (138) 和(139) 式，有

Bμν= 缸瓦， -8.，8μ= COS 8w Aμν- sin 8wZt':J, (168) 

147俨=岛117-θvWJ=Hin OwAμν+ cos 8w Z t"J. (169) 

1主中

AμV 鸟儿一 θJμ. z;17=δμ Z" 一 δI"Zμ(170 ) 

注意， 01}工杨 -Mills 结构，非 Abel 规范场的 WJv 与 Zμν 中包含非线性的自

隅合项，这里用角标 (a) 表示其中的线性部分.于是，场 Bμ 的 tl rl1拉氏密度
i Bμν ß/1" 为

ι B= 一i ( 叫ι 一 sin川仇8仇叫w
1ιCO向wAu"Aμ削.' 1ιsin2 8仇8wZ~叫勺Z忡ν +"', (171) A -~- -".，~-，... v-- ,1 --.- -".， μν 

省略的是 Aμ 与 Zμ 的锢合项.

其中

类似地，场 H/~ 的自由拉氏密度(参阅 9.1 节 2 杨 -MiJls 场的情形)

ιu=-11俨 Will" = _! W1..H.!1μν-l w2wuv-lw3vWhv, (172) 
4μν4μν 

w;ν=l$1?)-gzFSJklVJlvf ， (173) 

W.~\~) = Du W.~ 一 θν lV.~. (174) μ " ~V μ· 
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(172) 式中的第三项为

马 = -j wfvW3μν = 一 j扫H町4叮伊丁

=÷仙山ν俨一 j七C州WmZF(忡刨a叫巾)

省略的是 Aμ 与 Zιμ 的锢合项和 aηJ7: 的!白'1 桐合项. (172) 式中的另外两项为

功，+马护11yktrIW 一 jl吼叫w2(a)llv + 

=-jmtf+ 

省略的是 W; 的自桐合项，而其中

wι= 缸"?-al17

把上述各项相加，最后就得到自由规范场拉氏密度

ιG =CB + ιw= ιB+ ι品 +ι:v+ιL

=-jM 
省略的是 Aμ 与乱的桐合项和 Lη 的自桐合项.

W士与 Zo 的质量与 (133) 式类似地，作用于 φ 的协变微商是

( 176) 

(177) 

Dμ=θμ+i;glYι+ljMt1=θμ+;Dμ(179) 

飞的(W~ + iW;) 91Bμ - 92W~ } 

( 2吭一斗毕坞 Zμ .j2 92W: \ 
=1 ￥ 9i + 92 1 = ][))J,. (180) 

飞 .j2 92W; -j9古~zμ/

于是可以写出

(D川)tDμø=θμøtθμø + Im(Øt ][))μθμ￠)+ldDμDμ￠‘ (18 1) 
4 

其中的 φ 用 (162) 式代入就可看出，第一项

θμ阳￠=;阳)2 (182) 

是 Higgs 场的动能密度，第二项 lm(φ↑ ][))"åμφ) 是规范场 Aμ ， W; ， Z，μ 与 Higgs 场
H 及其导数 θμH 的搞合，第三项 iφt][))μD叩则既包括规范场与日iggs 场 H 及
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其平方 H2 的搞合，也给出了规范场的质量项.由于

{ 0 \ {2eAμ- 书ξ笔 Zμ V2 92W: \ (。飞
DμI = I v9i 十 92 I I - I 
飞主/ 飞 V2 92 W; -Jg古9i z，μ/ 飞龙/

~ (叫)-Jg节范Zμ) V2' 
(183) 

所以

1/0\ 10\ 1~" 2 l U l IOby l U l=?dJWJIV-μ+t (g?+92)u2ZJμ(184) 
τ\ 万/\百/

把这个结果与 (178) 式相加就可看出(参阅 3.4节)， w士与 Zo 都获得了质量，分

别是

mw=;w mz=;而τ9~V =蒜二凹的
而Jt子仍然保持无质量 mw 与 m.z 是两个由实验确定的基本常数，

mw = 80.403(29)GeV /c2 , mz = 91.l876(21)GeV /c2. (186) 

2. 轻子的质量

为了保持模型的手征对称性，在轻子的初始拉氏密度 (120) 中设者质量项.

实际观测到的轻子都是育质量的，所以同样需要某种机制赋予轻子质量.一客

不烦二主，最好还是利用Higgs 场，使轻子通过与日iggs 场的嗣合而获得质量.

轻子场与日iggs 场都具有弱同位旋的 SU(2) 对称性，它们之间可以构成

SU(2) 不变的 Yul也wa 锢合，

ιlH = - 2: geCLeØ儿+瓦øt Le) (187) 
e 一唱 μ ，τ

其中第二项是第一项的厄米共钮 ge 是桐合常数.庄意 L 与￠是同位旋旋量，

而 Zφ 与 R 是同位旋标量， IφR 则是 Lorentz 标量.

其中

选择物理规范 (162) 式，就苟

ιl户古eEζτ 仇叫叫阱队[(阳阮(恒阮附E孔L

= 一 2汇二 (•meee+ 与守EE叫.

ge V 
'TTLø 一_.

、/2
以及 e → μ， T. 

(188) 

(189) 
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可以看出. (1 88) 式的第一项就是轻子场的质量项，质量 111" (以及 e → μ. .)正

比于 Higgs 场的真空期待值队第J项则给出轻子与 Higgs 粒手的用合，描述轻

子辐射 Higgs 粒子 HO • 正反轻手对理设为 HO • 以反 H。在变为正反轻手对等jj

程，锢合常数正比于轻子质量 711，，(以及 e →队.)而反比 F 1'. 注意( 188) 式中既

无中微子质量项，也无中微子与 Higgs 粒子的锢合.

10.6 含夸克的模型

1. 夸克的 SU(2) 对称性与夸克质量

夸克的 SU(2) 对称性 把夸克加入这个模型的关键，是假世夸克具有弱

SU(2) 对称性.在唯象的普.ìù Fermi 相句:作用中，夸克弱流的形式 (4) 支持这个

假设.具体做法是，与 3 f~轻子 (ν'... e). (νμ.μ). (ντ .T) 相对应地，把夸克也分成

3 ft (u. d). (c , s). (t. b) , 

(':) (:) (v;) 
( :; ) ( : ) ( : ) 

并假设它们的主旋态 LJ 打旋态分别构成弱同位旋~iB:态 I:Î I在态. i工足·可以定义

叫 :;)L 叫 :)L 叫: ) L (190) 

由于物理的夸克都有质址，所以与轻子的情形不同.现在有 6 个单态，

斤。1 = llR. R..=呗· Rt = I J!. 

R<f二 dR ， R结= SR ‘ Ub = bJ{. (191) 

注意这里兰重态上分量 U. c.1 的电荷是 2/3. F分址 d.8.b 的电荷;是一 113.

所以，根据(I49) 式，夸克J重态的弱超荷是几L = 1/3. 

YL.. = 毕 Lu=lLu
2 6 ~ 

以及1I→ C. t. (1 92) 

同样的原因，

目R = -2/3 , 

1I. C, t 咱.态的弱超荷是}'~，R = 4/3. 而 d. 队 b 咱-态的弱超荷是

TRIE=ipRu=;Ru 
YRd = 手 REi=-iι

以及 11 → C. I.，

以及 d → H. b. 

(193) 

( 194) 
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与 Higgs 场的 Yukawa 帽合场。的电荷共辄(见第 4 章 (29) 式)

Iφo \ 
Oc 二 l叫 ==1 一 φ- )肌)

也是 SU(2) 旋量，可以与物质粒子嗣合.注意。O. == 00 仍是电中性，而。+. == ò 

的电荷与 r 正好相反，所以 α 的弱超荷 YH == -1.与 o 的相反.者选主正规

范的 (162) 式，即

则，自

φ- == O. φo .,'+H 
- /2 . (196) 

Jc=( 川 lh+II)I == ~ I I . (19ï) 
o} vf:2 \ 0 } 

在轻子的情形，由于物理的中微子无质址，设者有旋中微子单态.在主正规

f在中可以看出，与矶的 Yllkawa 锢合

IeOr R.. ==民LCRÖU • 以及 P → μ. T ( 1 D8) 

不满足电荷守恒，不用考虑.而在夸克的情形，所奇的夸克都有有旋单态，可以

写出满足电荷守恒的 Yukawa 锢合项

zuOrRu=EIjIHOO- 以及 u →c". t. (1 99) 

所以与轻子的情形不同，需要号虑'.j 0‘.的锢什.可以写出

.cqH == - ~二 (g儿

注意与 Higgs 场锢合的作用是赋予夸克质量，所以这里写出的是物理夸克的质

肚-$:征态，在式中不出现'仨们的交义项，民有 6 个桐合常数 9d. gs' 90' gu. gc. !Jt 

夸克的质量在主正规范中，上式成为

ιωq付H = - ~ε二 (!Jρ阶阳"dL

汇 (1川川川I川川川叫『川川11"叫Jjl/可ïj 1/什+ 与号千!旦l 可 qH州) (201) 

mq == vf:2 gq 1' , q l[U I, C. t. <1, s. u. (202) 

叮以看t1J. (201) 式右边第一项是夸克质单项，第一主项是夸克与时的桐合.

需要强调的是，夸克的质址正是这悻通过与 Higgs 场的锢合而获得和定义

的.所以，这样定义的夸克是在强作用 QCD 巾考虑的夸克.通常把这样定义的

态称为夸克的质量本狂态或强作用本征态.
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2. 夸克与规范粒子的桐合

夸克的混合志在唯象的普适 Fermi 作用中，强子弱流由 Cabibbo 混合的 (5)

式描述，这表明夸克在强作用中的质量本征态不是在弱作用中的规范本征态，

弱过程的本征态是由不同代夸克叠加而得的渥合态.于是，与 Weinberg 转动类

似地，需要考虑由 3 代夸克构成的三维空间的转动.这与轻子不同.可以假设与

规范场嗣合的是用下夕IJ 么正变换定义的 U 类夸克 Uj 和 d 类夸克 d" i = 1 ， 2 吨 3:

= I U2 川 ) , R ' (203) (;)(h1( 
U 飞 U31 U32 U33 J. _ \ t 

L ， R 飞 L ， R \ 'L,R 

(;)lD1:1id) d2 I = I D21 D22 D23 I I s I (204) 

d? J \ D?l D?? D丸 \ b J 
L‘R 飞-- , L ， R 飞， L,R 

与此相应地，弱同位旋二重态和单态分别为

R t u -­.. U 
R 

'i" 

\
飞
E
E

』

J
/

··2 u
,d 

J
I
t
i
t
-、、

一
一

.. L 
Rdi = diR, i = 1,2,3. (205) 

注意上述变换不改变 U 类夸克和 d 类夸克的电荷以及单态和二重态的弱超荷.

与轻子的 (154) 式类似地，规范后的夸克拉氏密度可以写成

ιqG = 2二ι俨DμL; + RUi俨DI' RUi + 瓦iÏl'DI'~;) = ιqO +ιqI. (206) 

其中

ιqO =汇 i(Lη叫Li + RUiγ叫R山 +Rdi俨θμ~;)

I: i(Luγ叫Lu +Ru俨也Ru + Rd俨θμRd )
u• c.t; d• s.b 

= 汇 i酌叫q (207) 
q=u ,c,t ,d ,s ,b 

这里用到了 (203) 与 (204) 式中变换姐阵 UL， R 与 DL ， R 的么正性，例如

I Ul \ I Ul \ I U \ I u \ 

LRuiγ叫RUi = I U2 Iγ0γ叫 I U2 I = I c I UÂ10州II' UR I c I 
飞 U3 1_ 飞 U3 I _ \ t I \ t I 
、 I H. 飞 I R 飞， R 飞 F
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IU\ IU\ 

= I c I 仙叫 I c I = I: Ru"Y叫Ru. (208) 

飞 I R 飞 I R 

把 (207) 式与 (201)式中的质量项相加，就得到有质量的自由夸克场拉氏密度

ιq= 2二 哥们可叫 - Tnq)q (209) 
q=u.c.t ，d. 的b

所以，这里还没有夸克混合态的物理.

与规范场的稿合利用协变微商的 (131 )式，就可以写出 (206) 式中夸克与

规范场的锢合项

乌I=-jZIZg州

+ RUiγμ (91 YuRBμ )Ru; + Rdiγμ (gl Y，IRBμ )Rdi] 

=-jEWMgIYuLBμ+叫)+百川ι(g\YuLBμ 一叫)

+(几RUR门μURi+YdRdR川dR;)g1 Bμ+ν'2 92 (ïiL门μdLzWJd川1 1' 1川1'1'- )] 

=ιqA +ιqZ +ιqW. (210) 

方括号中前三项是夸克与 Bμ 和 l17 的锢合，利用 (138) 和 (139) 式，可以给出

夸克与光子和 Zo 的精合，第四项则是夸克与 W士的精合.

·夸克的 QED 具体计算出来，夸克与光子嗣合的项为

乌A=-jε [U川比(~ 91叫w 忖2sin (}w) 

+d川也G91叫w 一归sin (Jw) 

+ (~U旷问一 ;2旷也)91 C叫]Aμ

=-ZGEEz内

=一…
(211) 

最后一步用到了变换短阵 UL.R 与 DL.R 的么正性.上式正是荷电 2e/3 的 U 类

夸克与荷电 -e/3 的 d 类夸克与光子锢合的 QED. 这个结果表明，在与光子桐合

的 QED 中，夸克本征态仍是质量本征态.
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·夸克与 Zo 的稿合 与前面类似地，可以写出夸克与中性场 Zμ 的精合，

ιqZ = -~ 2: [lh门μ阳

+d川42(-; 如sin (}w - 92叫w)

一(~否川阳一 ;2旷叫!I 1 S叫Zμ

=一」主-)丁|奇L俨 (T3-QqsinWJqL 一如叫Qqsin2 (}w)qRlzμ ‘ (212)
COS t1w 7 L 飞回 J 飞 / 

其中求和遍及夸克 u‘ c ， t , d‘自. b. T，? 与 Qq 分别是夸克 q 的弱同位旋投影与电

荷本征值.上面把对夸克I昆合态的求和化成对夸克昧的求和，用了变换 UL ，R 与

ÐL.R 的主正性.与夸克的 QED 一悻，在上述中性流中，夸克是以戒线性的形

式酌忖出现，没有昧的改变.

·夸克与 W士的桶合 (210) 式最后一项是夸克与 W土搁合的带电弱流，

ιqw=-jzd蚓川duW; + d川

=戈
这里从夸克氓合态到质堪本征态的变换是

J ""O-l:: J 

I 'u \ d 

2: ULI1'吨= (' I uboγμDL I s U2 I "('''1'' I d2 
s 

U3 J \ d:虽 j 飞 t ) 飞 b } L L L 

j : L""-10 
( : I 2二 UL 可 μ v~ddL ， (214) 

u• c.t:d• s ,b 

L 

其中

\' = UlDL (215 ) 

是 3x3 的主正短阵，称为 Cabibbc←Kobayashi(小林)-Mωkawa(益 )11 )混合矩阵
简称 CKM 矩阵①.

( M. Kobay画hi and K. M国kawa. Prog. Theor. Phys. 49 (19ï2) 282. 
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CKM 矩阵在不同代的 d 类夸克之间产生混合，

(:)(:::1(:) = I l'~d ~~8 Vcb I I :; I (216) 

出现在与叭'土榴合的强子带电弱流中，育可以观测的物理放应.在数值上，迫

是一组由实验测定的参数，其数值大小为①

{ 0.973 83~g:ggg~~ 0.2272士111:1(396士;也) X 10-3 \ 

1'= I 0.2271 士;11ii097296111出:;(422ltlil)x103|

飞 (8.14士;2)x10-3(41.61:1:1)x lo-3O 999100131331;;/ 

(217) 

可以看出，近似地寄

{ cos Bc 

V = I -sinB(" 

1 。

这就是 Cabibbo 转动的 (5) 式.

sin B正

cos Bc 

O 

\illf/ nunu'i 

(218 ) 

3. 标准模型

系统的拉氏密度 归纳起来 G lashow -Vv'C'Ï1 1 bE'rg -Salam 模型的拉氏密度为

阳s=-jBJt-jllluIIhZi(ZJdDJALe+ 瓦可/JD11Re )
e-μ.τ 

+汇 i(L ，俨D山 + RUi俨Dμ Ru，+ 开川JDμ Rd;)
i=1 

+(DJAY(DJ)-mVφ-λ(φfφ)2 +艺创Le仙+瓦φt Le) 
e-嘈 μ.T

汇 (gdLu rÞRd + guLu !ÞcRu + h.c.). (219) 
U • c.t ,d• s ,b 

前两行的各项依次是自由规范场 BI" H"~，轻子场和夸克场.后两行依次是自由

Higgs 场及其与轻子和夸克的楠合，协变微商为

Dμ=θμ +ig 1 YBμ + ig2T'W~. (220) 

用路径积分计算传播子时，在 (219) 式中还要加上相应的 Faddeev-Popov 项.

① W.-~ 1. Yao ef al. (Partiele Data Group). .JournaJ o{ PlJysirs G33 (2创)6) 1. avai1able 

http://pdg.lbLgov;. 
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在写出 (219) 式时，除了量子场i仑的基本原理，特别是规范原理外，还作了

一些假设.主要的假设是g

·初始挂子元质量，有G~ SU(2) 和 U(1) 对称性.

·初始夸在元质量，也有弱 SU(2) 和 U(1)对称性.

.+克弱作用的规范本征态是质量本征态的叠加.

·存在真空对称自发破缺的 Higgs 场.

·挂子和+克与 Higgs 场之间存在 Yukawa 楠合.

这些假设不是得自某种第一原理的逻辑推论，而是从扑面加进来的，属于手

工操作， added by hands，通常把从第一原理推滴的物理称为理论，而把手王操

作的物理称为模型.在这个意义上， Glashow-Weinberg-Salam 模型就是统一处理

弱作用与电磁作用的一个物理模型，现在一般称为电崩统一的标准模型当然，

也有作者称为 Glashow-Weinberg-Salam 电崩统一理论.此外，由于包括夸克以后

它能处理不同味夸克之间的转变，还有作者把吉林为量子味动力学 (Quantum

Flavor Dynan让cs)，简称 QFD，

含强作用的模型包括夸克以后，除了夸克在昧空间的弱 SU(2) 和 L'( 1) 对

称性以外，还需要考虑夸克在色空间的 SU(3) 对称性，把强作用的 QCD 也纳入

这个模型的框架.这需要把协变微商 (220) 推广成

Dμ=θμ 十 ig\YBμ+ig2TEl11+ifJJUA;(22l)

以考虑夸克与胶子的锢合(锢合常数 g3) ， 并在拉氏密度 (219) 中加上臼巾胶子场

的 -iFJvFaμν. 用这种方式囊括了强、弱与电磁作用的模型，则称为拉子物理

的标准模型.



我 Jfl 能够领丰重大自然最深层约原理.
即使 t是毫藏在远远而又:;e生均王国，实
际发 ji!.这一点.真晏令人愈 f:J 袋畏.

11 结语

一← F￥ank Wilαck 

《诺贝尔烹讲))， 2佣4

Einstein 把物理学理论分为构造性皮论与原理性理论两类①.构造性理

论的目标，是从比较简单的形式体系出发，并以此为材料，对比较复杂的现象构

造出一幅图像.例如用分子运动的假说来构造出热过程和扩散过程的图像.叫

我们说我们己经成功地获得了对一些1'1然过程的了解时，我们的意思是说，我

们已经为这些过程建立了一个构造性的理论.构造性理论的基础和出发点，是

用综合方法从实际物理中归纳出来的各种基本假设.

原理性理论不是用综合方法而是用分析方法.原理性理论的基础和出发点，

不是假设而是来自经验的发现.它们是自然过程的普遍特征，即基本的原理.官

们以数学的形式，给出各种过程或其理论表述所必须满足的条件.热力学就是

一个原理性理论，它从几个普遍的经验事实出发，推出了各种事件都必须满足

的关系.

构造性理论的优点是具体明确、完备和有适应性，而原理性理论的优点则

是基础稳固和逻辑完整 Einstein 指出，相对论属于后者.

按照 Einstein 的这种解释和划分，除了相对论，量子力学也是原理性理论.它

们都为微观物理世界的描述和理解提供了普遍的原则和框架，也就是 !\linkowski

空间和 Hilbert 空间.而本书所描述的量子场论，则属于构造性理论.在相对论

和1量子力学的框架内，我们构造出基本物质场的模型，用来描绘各种 Fermi 子.

相对性原理与量子力学相结合，决定了基本物质粒子的点模型及其相豆作用的

定域性.再加上规范不变性原理，就可以进一步构造和引入传递相豆作用的媒

介场，用来描绘和解释物质粒子之间的强、弱和电磁相豆作用.为了赋予这些媒

介粒子以符合实际的性质，我们又构造出真空对称自发破缺的Higgs 场，把它加

入到构成理论的各种元件之中.于是，叫我们有了符合粒子物理实验的图像，我

( A. Eìnsteìn , My th四ry， in The Tim田， Nuv 钮， 1919. p.13. 见许良英、范岱年编详， ((爱
因斯坦文集B 第 4卷，商务印书馆 1976 年 109 页.



272 简明 tltr场论

们就说，我们已经成功地获得了对粒子物理过程的了解.

所以，量子场论是在相对性原理、量子力学原理和规范不变性原理的基础

上构造出来的关于基本物质粒子及其相豆作用的理论.用以构造出量子场论瞥

个物理图像的出发点，则是关于物质位子的手征、色 SU(3) 、弱 SU(2) 刷 U(l)

等基本对称性，以及使得真空凝聚和对称破缺的 Higgs 场.

这只是事情的一个方面.在另一方面 Einsteill 又指出①，抖学体系可以
划分成许多不同的层次，在较低层次中作为基础和出发点的基本慨念和关系，

可以从高一层的体系中用逻辑的方式推导出来.于是，科学的目的，一方面是尽

可能完备地理解全部感觉经验之间的关系，而另一方面，则是尽可能通过最少

的基本概念和关系来达到这个目的.这些不能在逻辑上进一步简化的基本慨念

和关系，组成了理论的限本部分仨们不是理性所能触动的.数学之所以比其他

一切科学都要受到特殊的尊重，其中的一个理由就是，它的命题是绝对可靠和

无可争辩的.

Einstein 指出，在这些层次之间没有情晰的界限，哪些概念属于第一层并不

绝对清楚.而理论物理学家的迫求，则是努力把理论构造成从第一原理出发的

逻辑演绎②.在这个意义上，量子场论作为物质结构虽深层的基本理论，无可
争辩地处于物理学体系的最高层次，支配结子场论的基本原理和构成理论出发

点的基本对称性，也就是手整个物理学理论体系的根本部分步一步攀登到达

物理学理论的这个金顶，心中会油然生出"凌虚便有飘然想，只觉青冥不算高"

(玉惕山诗句)的感觉，而我们能够寻求和领悟这大 n 然最深层的原理与属性，

真是令人对造化的深邃莫测与美妙神奇感到巾衷的敬昆.量子场论还远远不是

一个已经完成的理论.在未来继续深入的探索与迫求之中，这两种感觉将会与

我们的努力与成就长相伴随.

( A. Einstein. Physì四 and Reality. Tbe Journal of the Franklill l llS titute. 221 (1936. No.:~) 
313. 见许良英、范岱年编详. ((爱因斯坦文集》第·番，商务印~馆 1976 年. 344 页.
②主正行. ((严i革与简洁之美→ 下.竹澳.'t的物理追求)) ，北京大学出版社.即将出

版.



练习题

下面约这些练习题响两(数编号，第一人数是与题目为内容相应约章号.第二A数晏章

汽约字号.

1. 1 试表明 Öl' x"=gl'''' Ô" ι =gμ仙 。μZν =g气， 。μ x" = 9μ" 

1.2 试计算。μe!a .:r
2

+bx 和比ö"e~a.r飞bz 其中 a 是常标量，11' 是四维常矢量.

1.3 证明微分算符。'1' δ/öxl' 是四维协变矢量， 。μ = ö/8xl' 居四维逆变矢量.而此。μ

是标量.

1.4 若 Aμ 是四维矢量.证明 F"" = ö"Aν -ô" Aμ 是二阶张量，并证明r述方程是 Lorentz

协变式 8μFμν=J ν . ð" ,41' = O. ä"ð" Aμ=0‘其中 j μ 是四维矢量.

1.5 证明 d4x = dtd3 x = dtdxdydz 在正规 Lorentz 变换下不变.

1.6 若算得的截面为 σ= 10-3 /m~. mw ~己 80GeV 是 W士位子质量，试换算出以 cm~ 为单

值的截面值.若算得的寿命 T = I/GeV，试问等于多少秒?

2.1 已知实标量场 ζ= 4[8μφ伊φ - V(φ))‘其中 V(φ) 有下限.试求场的能量动量张量密度

T川和 Hamilton 密度坷，并验证俨o 忧

2.2 求 k题 ζ 的 Euler-Lagrange 方程.并用它验证场的能量动量张量守恒，即有 8"Tμ=0

2.3 己知实标量场 ζ= 4 [ðl'Wφ - V(φ)) .其中

1 u'\ l?? 1. , d 

V(φ)=-二 -μγ+-λφ气
4λ2' T -1 

λ 和旷为正实数.试写出场 φ 的运动方程，求 φ= 常敬的解.并验证当/'= /p言7王
和 m=μ/.;2日中有下述解， φ(z) = /Jtanh(mz) , φ(t ， z):= vtanh[m(z-vtJ/ v'f丁词，

2.4 试表明s 实标量场 φ 的能量动量 pμ = .r d3xPμ 满足对易关系 [Pμ.φ) = -ißl'φ，并讨

ìë其物理含义.提示2 考虑 φ 是平面波的情形.

2.5 (1) 在实标量场的箱归 A化中，试表明 [N，.. (akn := n(al)气从而 In，.) = C，，~(al)""IO) 

是 N，. = α;αh 的本征态，本征值为 nlc ， Cn .. 是归一化常数.

(2) 若定义实标量场的巴粒子数算符 N = LIc N Ic = L ,. alω 试表明

rr (al)"" 
I{nlc}) =川一仨.， 10) 

Ir ν nlc! 

是 N 的本征态，本证值为 Llcnlc'

2.6 (1) 定义实标量场的总粒子数算符 N = J d3 k ala". 试表明有 [N， (al)"] =叫al)"
(2) i式表明

rr (aL ).... 
I{阳}) =千古万10)

是 N 的本证态.本{正值为 J d3 k ftlc. 
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2.1 试表明

D忡忡 f坐4" e-.k:r b(kl 
- m 2 )f(k) I (2川 j

是齐次 Klein-Gordon 方程 (8μ伊十 m~)D(x) 二()的解，而

r d 4 k .., h 
D(.r) = I 一-e BKZ 一一一一J (2π)4 - k2 - m 

是非齐次 Klein-Gordon 方程 (θμ伊 + m 2 )D(x) = -b( .r) 的解• b(x) = b( t) b(x) 

2.8 设复标量场 φ 满足 Klein-Gordan 方程品。μφ 十 n12φ =0. 试表明场 φ 的四维矢量流

j l' = iq[φt81'φ- (8"Øt )φl 满足连续性方程。μJ l' = O. q 为常数

2.9 若复标量场 φ 是两个实标量场 φI 与白的叠加.φ=(φl+i归)/..;2，如与阳在动量

表象的算符分别是 all" 与 U2"" 试表明它们与场 φ 的算符 a"，与 b"， 向ir'-列关系，

a ", =袁阳+ iU2"') b", = 去问- ia 2"') 

2.10 考虑 N 维内部空间的标量场阮=旷， α= 1，….N ， 其拉氏密度为

ι 二;(帆时一 m
(1川)试求场 φ阮α 满足的 Euler-Lagrange 方程.

(2) 试求场的能量动量 pμ，并表明奋 [PI'， øaJ = -i8μφα· 

3.1 (1) 设兰维空间的 3 个单位矢量 e 1 ， e2 .e3 是正交归哟• e' .eJε二=1 e'm eJm = b'j , 

e'm 是 e' 在 em 方向的投影.试表明，对于由它们张成的空间，存下述完备性关系，

2二巾 n ~ ð,-nn 

(2) 用 e' 定义 3 个主维矢量

(1 护1 + ie2) ι去(e 1
_ ie2

). i
3 = e 3 

试证明有下述正交归一化关系和l完备性关系z

3 

EH 旷=~二 ιι = b'J 吨 汇心In == Òmn , 
m=1 

其中 fL 是矿 在 e'" 方向的投影.

3.2 (1) 对于 Minkowski 空间的 4 个单位矢量肘，街正交归一化关系 9ρ"e飞e"" 旷ν.

试表明有下述完备性关系 91'"e~ρEUg 二 9p，，'
(2) 在位子静止的参考系.被矢 kμ= (m , O.O, O) , m 是粒子质量，这时 3 个类空单位矢

量可取 e~ = (0.1 ， 0 ， 时 ， e;. = (0.0,1. 0) , e;, = (0, 0, 0, 1). 若变换到位子运动的参

考系，波矢取 kμ=(ω ， 0 ， 0 ， k) ， 试求变换后的波矢 EL，并表明有

立 ， k l' k" 

I 

EKHEhu= • 91''' +百t2 ' 
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3.3 己知

{ 0 0 0 \ { 0 0 {O -i 0 \ 

J 1 = I () 0 -i 1. J~ = I (J 0 () 1. J:l = I (J (j I 
\ f) 0 / \ -i IJ () / \ u u () I 

试求 J，的本 ftEf且，和 (.J~. J:d 的共同本证态 .12 = .Jf + .Jj + .f:f 
3.4 试从t'.1 a.xwell 场的拉氏密度 ζ 二 -i凡ι F'" 推出C'o山1I1\ h 规伍中哈 lí;.~苦度的夜达式

衍 =iIA2+(YXAYl 儿二川←仇 4"
3.5 根据对易关系

和1展开^

[A ,(x , f) ‘ A ,(x'./)] = U、 Iπ '(x.I). rrJ(x'. I)] = O. 

r ， IJl. 、 l. l. J 、

[A ， (X.t).~(x'.f)i = i I "._，'川 lfu(qJ- 工~)I (2π)~ 飞'" kl l.: l / 

A(x) 二 fdfkzeiIQ川(.r) + Il L :r;(叶 1
试推出英中算符屿，和吨，的对易关系 e~ 是雪间人民标的单怆矢量

3.6 试在 COlllornb 规拖下从 Ma.xwe l! 场的拉氏密度 ζ= -i f;". Fμ" 推导动放 P(t:J 去i主式-

3.7 维标量场的 Ca.simir 效应. fJ: .维时间和-维空rllJ构成的 (1 + 1)- 维时空中的场.稀
为 E维场.今句维苓质址标1ïi}元 φ(x. f ), ff. .(E T-距离为 L 的也罔内.两个1î11.川尼场的

节 42.i皮矢 1.: = 7l7r I L. " = O. 土1.土2." 场的苓点能可以可成 En =艺. ...:/'2. _' = 11.: 1 

(E场中版商两个薄饭.朽I~[.; d. d<< L. 使该处成为'['j札试求 1坷板|间的何可: fi: 日!力.

挺ijç ， 对 11 的求和l 画I取光滑般断肉r- f( I.-/I.-,) = l' flUπ'/ 晨后令 U • o 
3.8 Stueckelb叫拉氏密度为 ζ=-i凡"F削'← id.4，aA"-jλ(码.Aμ)2. 试推导\"满足

的运动方~和l场的哈氏审度，

3.9 试从重灾量场的 ζ -iF，."F'''' - tm~Aμ4μ 推导山场的动量 P' 与自旋角动量坑，

3.10 试求重尖量场的协变~t易关系 [Aμ (x).A ，， (x'))

4.1 试在明，从 W盯l 方程可以推出守恒i在方程。ρ/山十 v.j = U. 其中曾度f' = ti ， tι 

j= 丰 1}， 1 σψ

4.2 试可:lJ Wcyl 在象的?矩阵

4.3 (1)厄米矩阵乎又称为手i.I.短碎，试表明它的本ltE值为 +1 与 1.分别称为右手性气

左手性.

(2) 试表明 tj'H =斗 (1 寸'川)且'为右手性本证tE. 门~( 1 一俨 )ι· 为左手性本低态.

(:3) i式在明!j'I."二 VLVH + L'H l'\.. l'可气，二l'1. ~'H - ~'H~ï，. Jt中 v'L.R 二 (ν I. .R)l")O.
(~)试在明着 v 满足 Dírac 方W，则 J μ(.r) = I.'( .r)-:"~'l.r)满足连续方程.并且旬关系

~'(.r)俨 ψ( .r) = l/. 'H(X)俨 νF\(.r) + t1'L( .r h"~" J.\ J') 

(5) 若 ti ' 满足 Dira.c方程，试i卡锦州!矢量 j 5μ (J') := ~(.r)-/'气 "II'(川的 4 维散度 θμ/'μ(~.)

并用手{正本征态 11、R 与山，表达.
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4.4 根据 hμ ， ~I"} == 29，.'"试表明育 tr(俨 1 ，1J2!μJ) 士 O.

4.5 试证明Dirac 旋量街

简町1量子场论

u t (ω ， k ，~)!'(队 -k，() = U. U产 (kO ， k ， ~h' U1 (kO ， k'. .n = Nb(k - k')b~~ ，. 

I革中 N 是归 'it常数.

4.6 试表明Dirac 旋量的变换矩阵 j\ 有 F述性质a 川二 7川 1 ')'0. 

4.7 试表明Dirac 共w旋量 F 的 Lorentz 变换为 F'=54个
4.8 试用 ψL 与l/'R 麦iR Dirac 旋量的双线性型 F可'， 11'俨 ljl ，I/'俨 ψ~')'5')'1' l/'.以皮百川~\

其中 σμν= ~ [-y", ~r'']. 

4.9 试哀明a 左手场的电荷共辄是缸子场.ii手场的电荷共辄是左手场.

4.10 试表明 ψCψ 是 Lorentz 析、量， C I1' = i~? l/'.. 
5.1 试根据有源 Gauss 积分 J d:re才ar~+Jx ß瓦cJ1 /"l.飞求 Gaus!ò ~即炬F巨u 巾二J"γ户嘈二i

5.2 试从 JV苟~e-一才+拆~K盯( == l/ Jde二tK 出发. 证明

户~e-t~K~刊)牛ι 苟言 e l…(怜阳川川川b灯M川川/川川川bJ川J)e!川

5.3 设 η 与均是 Gr阻&‘咽咄.唱咀咄4喝耐s町mann 变量 a ， b 是 c 数. 试求 F到JQ函积分勺微商a

diJdneu - b司η 一一一-e ηη 一一一-f'f 66-
7 丁 bη (x) - b 均(.r:)

5.4 对 Gra割manr】变量.试证明微商算符育下列对易关系

{ç 二~}==b'J' {立主}==Ohθ(， f - V'J' lDç，‘ Dç) 一

5.5 试证明，跃迁振幅的 FeY11 l11an 公式不限于 H = 1//2m + V(q) 樊型的系统，它对于 F

列更-般的拉氏函敬也适用3

L(q , tj) 

其中 m 是与 q 无关的实的非奇异矩阵.

5.6 李政道与杨振宁讨论过 F述 Hamilton 函数描述的系统① : H = p2/2f(q). 试推出相
应的 Feynmall 路径积分公式，并对结果进行讨论.

5.7 在 Feyl1 man 路径职分公式中明写出约化 Planck 常敬 1l， 就是

fl'(q 忡忡入r! Vqp* I…) 
据此试证明s 在 h → υ 的经典般限.粒子的经典路径 q == qc (t) 是 F述也uler-Lagrange

方程

的解.

d bL bL 
dt bq bq 

5.8 利用跃迁振幅的 Feynman 公式，试用相互作用绘景推导'生成泛函的公式

Z纠lμ川J冽1 ==!户Vq儿巾削川!问川L川川{

( T.D. Lffl and C.N. Yang. Phys. Re\'町 128 (1962) 885 
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5.9 .fE 2 点自由 Grt'en 函数的表达式

G~~)( :r .y) = θ( .rO _ yO)(OIφ川(.r )ψ(- \1j )1 1))斗。 (.'1υ .rO)(OIφ(+)(y)φ(-)( .1" )10)

中， f代t入实标量场正频与负频部竹〈ο旷.，(+忖1气(.r叫)与 ψ旷(- )、(.r川) (I在E动量空间的展开式，直援验证

k式给山 Gr俨l(仕x.y川)=
5.10 试i边匾过泛函微商的运算证明 3 点白由 Gn'{【H飞、旧n 函敬等 T于τO. G叫;f?川I (.r川l卜. J:2忑2. .r3) = O. ..t点臼

由 Green 函数为

G!j4)(Xl , X2.X3.X.a) = G&~)(XI. .r~)G~严 (./::1..川 +Gjf)(II·n)Gr)(I2·Ja)

+fJr(Z l I 』 )Gjfi(r2·z3)

5.11 试根据自由复标量场的拉氏密度[() = (),. c/) I 0" φ - m2ø 1 ψ，求 HJ相应的做成泣的品和

Feyllll1lln 传播子L\F. 提示s 场量。'] (/>，豆为重共辄.互相础立，需委分别引进相应

的外源.

6.1 试it算泛函微商

一主-:-;- I rLrdy i.J(.r)L\F( .c - y)J(剖，
iÒJ(z) J 

并用 Feynman 图表示出来，从而慨括出对带源 FeYllnliUl阁中的源进行泛嘱微懈的图

形翅则.

6.2 试用解析方法计算泛函微南

[iÒ;(Z\r 土l 叩liÒJ(z) 
给出解析的结果.其中 Zυ [J] = l' ~ 1 ， 1 .T<1" .f， T)':>j.\ .r -y)Jfy) 不用简写，详细写出演算的

步嚷.

6.3 以用回形方法计算泛函微商

[品rtBj一
给出圆形结果.再根据图形翅则把所得站架飞iJl1.对应的解析式，并-与上题的结果进行械

~1'. 

6.4 (1) 试表明.若·场与真空具有平移不变性.则 Green 函数有F述性质a

G(Xl + a..... .r n + (1) = G( .1" ).....Xn ) 

(2) 试在明 Green 函数的 1:述性质意味着

fp~一叫7仙
从而叮以写出

f炖自h
6.5 il在iφ旷4 理i伦t中， ( 1) 试画出 2 点连通 Gnoell 函数的 2 阶 Feyl1man 图，并写出相应的表

达式 (2) 试画出 4 点连通 Gr四11 ~西敬的 2 阶 Fl'ynll1an 图，作写出相应的表达式.

6.6 试画出 d 模型 S 矩阵 2 阶微扰的连通 Feyll n11l1l罔.
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6.1 设饵-N 系统的拉氏密度为 ζ= ;).(i~iμ 。μ- m~ )11' + ~(f)μφ0句 m~(2) 一 igV'''/5 T !j' .φ. 

其中 φ 是同位旋空间矢量， q/- ==φφ=L.O， φt. r" ψ= 艺 T，φ，. T 是同位旋空间的

Pa.u!i矩阵

(1) 试分别推出 Dirac 场l;J ，丰!I Klein-Gordol1场 φ 的 Euler-Lagrange 方畏. 并分别与

Dirac 方程和I Klein-Gordon 方在进行比较.

(2) 若把上述拉氏密度中的相互作用换成拙'，'.φ 试推出相应的 E111er- Lagrange 方程.

并画出这种相互作用顶点的 Feynma.n图.这种情形 s 炬阵 Ff'vllman 图中的 Fermi

子线是杏连续?能否中 Jr. 于围内?

6.8 试证明求迹的性质和I ~(矩阵求j2J:公式

tr(l) = -1. 

tr(!i) = O. 

l. r(AR) 二 tr( I1 A).

tr(OI) = 0 , tr( 奇数个!i) = 0, 

t. r( !i M 二 ..j ab‘ tr(Ø， ~N) = 2( l1 b)tr (f-~) - tr(þ ØfIj) 

6.9 定义 ，1= 叮O ，4 t吁。，试证明"/"咛飞 h .5 = h 5 "/"俨== ~(μ俨 . Ø~I=IÞØ 

6.10 在 Yukawa 理论中，试画出 πp 散射的 2 阶 Feynmal1四， }j:算出相应的角分布和全

截面公式.阁中的核卡内线是质子还是中乎?

1.1 讨论f!'外源的 Maxwell 场.

(1) 考E虑E含纠外、源 J九归的f拉z氏密皮' ι = -t Fμμ~F，凡，ρμA

试表明场 Aμ 满足 1下=述方程i:J马，归， FIμa山 j"ν\ 旷1沪λpμIW + (j♂俨，μ'Fν川λ +i旷)~νFλ忡" = [) ) 

(2刽)定义:兰兰维矢量 E 三一飞'Ç' .-\0 一 A.B 三飞( x A ， 试友明

I 0 -E... -[;1/ 止:ζ 飞

Uh I Ex 0 -ßεHν| 
(Fμ') = I -" 

I EνBεo -ß... I 
飞 ι -Bν Br () / 

(3) 试把在 (1 )中得到的场，41' 的方畏改写成场 E 叮 B 的方何.

(4) 把在 (3) 中得到的方f'1与经典电动力学的r.laxwpll 方再比较，从而给出对外源

j lJ = (jo.j) 的物理诠释

1.2 讨论与 !vlaxwell 场嗣合的 Klein-Gordon 场.

(1) 考虑拉氏密度 ζ =(Dμψ)l(Dμ 。) _ 11l 2 cptφ.Dμ 二的， +iqAμ. 试表明场。满足的

E 111er -Lagra.nge 方畏为 (aμ 十 iqA ，，)(俨 ...iqAμ)φ+m讪= O. 

(2) 试表明 t述方畏给出的能量 H 与动量 p flI.J关系为 (Il - q岛1)" = (p - qA)2 + m 2 

(3) 令 H = m + Hc. 考虑 TII >> (Hc- - qAo) 的~~相对论近似.试表明街

H仇丰(p - qA)2 + qA口

(4) 把上述 lic 当作经典 Hantilton 量，试用 Ha.miltoI\ îE贝IJ方何推出受力为
F dty dp dA 

m-:;-;- -q一一 = qE + qv x B. 
dt dt -. dt 
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根据这个结果.能对榈合常敬 q 作出什么物理诠樨?

7.3 讨论有 Maxwell :场的Dirac 方程.

(1) 考虑拉氏密度 ζ= ~(i俨 D" - m).;' = li'( i俨Ô" -m) 缸， - qir,"IL'A" , 试表明场 b
的运动方程为 (i俨比 m) l/'=q俨A，，1I'

(2) 令 ψ= (i俨ô" + m)ø. 试表明这样定义的旋量场。满足 2 阶方程

( D J + md2 + i q σ μ叮叫叫F凡凡μ川~1， )Ø
比 Klein-Gordon 场的相应方程(见 1:固的(口1)川)多出鼓后-项 i扫qσμ阳νF凡ρ川~.

(3) 试表明多出的这一项为 ~qσ川'F，μ = -qσ B+iqα E ， B = V' xA , E = -V'Au-À 

(4) 作与上目的 (2) 和 (3) 相同的讨论.试表明现在的经典 Hamilton 量为

Hc 句 =L(p-qAf+仙一二 σ B+i井 αE
..:m ..:m ..:rll 

其中最后两项分别是 Pauli 项和 Darwin 项.试讨论 Pauli 项初的 = qj2m 的物

理含义.

7.4 讨论 Pauli 相互作用.位子自旋磁矩的 Dirac 理论值为 μ. = qj2m. 实验测量值与它陕

偏离称为反常磁短为了唯象地描述粒子的反常磁矩. Pauli 建议 Dirac 场与 Maxwel

场搁合的拉氏密度应加一项 ζv=-j去 Zσ叫·凡ν.σμ~[俨可勺，其中参数 6 庄
实验测定.

(1) 试写出场 ψ 的运动方程.

(2) 假设 ζp 是小量，试问这个模型给出的粒子磁矩是多少?提示s 参考1.:题的做法.]

(3) 这时 ψ 与 ψ 的反对易关系还与自由 Dirru:'场的-样吗?为什么?

7.5 QED 的 l 阶 Feynman 图包括哪咚物理过呢?

7.6 证明下列关于 7 矩阵的公式，

ø.ø. =a2 , {件~} = 2ab, {ø.， 俨} = 2α气 {ø. ~t， l'μ} = 2a l'N - 2bl'Øf + 2♂州-

"'1"1μ =4 ， "'1"ø.1'μ = -2ø.. l'
μ

ø. hμ = -!ab. 1" ø. ~hμ= -2仲!Í，
7μ ø. ~ frI. "'1μ= 2( r/.ø. þt + n ø.r/.). 

7.7 证明下列求迹公式a

tn
5 

= O. tr( !Í ~吁5) = O. 

tr(!Í，")=4aμtr(OI俨) = 4a
μ

(bc) - 4b"(ac) + .tc" (ab). 

tr( !Í l ø.2 '''!Ín) = (υt(/.2)tr( !Í.l" .ø.,,) - (ala3)tr( !Í2 !Í.\."ø.n) 

+且.. + (atan)tr(lh …!Ín- I), 

tr( ø. l ø.2 . . . ø.2") = tr( !Í2" . . '!Í2 ~ 1 ) 

7.8 完成 Comptoll 散射中 tr(，'Q"~，♀μ) 的计算.其中

qaa'=1(俨扣~旷p") + 毛(什γ 一附μ) ♀μν= 1'o(Q，，~)t "'1o 
凶;凶J

7.9 试在动心系推导 Compton 散射来恋恋密度，
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1.10 试在正电子静 11:的实验室系推导正负电子埋没过程('+ +e- → 2γ 的末态态密度.

1.11 试在动心系推导 yπ 弹性散射的不变振幅 Mn 和l散射角分布 dσ1M}，

1.12 设入射光束与出射光束的夹角为 lJ ， 它们的极化矢量分别为 E 与 e' 若入射光是非极

化的.试求 (e' e')'1 ~;j' e 平均对 e' 求和的结果.

8.1 试在 d=3 的气维时空中讨论 QED Feynman 阁的发散问题这时发散职分共有多少

种?电子自能积分、光子自能积分利顶角权分的表现发散度各是多少?

8.2 试问分别在儿维时空中. QED 电子自能积分、光子自能职分和1M角积分才街面I能收敛?

若非四维时空 2 阶 COlllpton 散射的 Feynntan 积分街口J能发散"吗?

8.3 对 d 维时空的矩阵 "1"， J1 = 0, 1"" , d - 1.试证明

γ"ìμ =d， 吁'47ν7μ = -(d- 2 )-，\7μ叮~μ7μ = 4!J叩- (4 - dh飞ρ'

叮 μ叮，.俨吁 "A(I' = -2"1σ 俨吁，- + (4 一 d)-'t" -，叫，"

tr(奇敬个 ì) = 0, tr 1 = f(d). tr (-rμ1'.) = f(d)g"ν 

tr(r叶n，.. ì，.) = d(g..;;.g川
其中 f(d) 是能够满足 f(4) = ，t 的任意函数.

8.4 根据公式

f 的 l=(一l)"i f(α -d川 l
一一二-一

(2叫d (]l2 - m2 )内 (4π )d l 2 r(o) (m'1)o-d川‘

试推出下列积分的公式s

fhf 一一(2的rI (p2 十 21叮 111 2 )门-

8.5 参考上圈， 试u证E即明l 

f升户户户dd俨川d
/ 内 (p2)d 1卜一川俨l)d-"iι卢川叫-叮叮叮，叫勺刊茸飞i
一二一

(27r)rl (p2 _ η， 2)" (4π )d/2 r(dI2) f( n)(m2)" d d/2 . 

8.6 考虑 Klein-Gordon 场 ζ = ~üμ øö"φ ~1TI 2 t;Þ2 苦把第呗 10，.伽Vφ 当作无质量场的

的自由拉氏量 ζO. 把第二项 -im斗2 当你这个场的自相E作用 ζ1 ，则有如下 Feynman

规则，

fddp pJγ 
一一
(2π)d (p:! η12)0

、 fijj告t;而言

·自由于非精子一一 =i/J产

·相互作用 1页.点一~ = -im2 

试求完全传播子 -→·一=一--一+一铸_-l- ~~1 十 二?
8.1 试表明.把 QED 顶点的俨换成顶角函敬 fμ (p'.p)‘柯 ~T'<宁相互作用 t:L氏密度作代

换

ζI(X) = -e~(x川叫A，，(.c) →叮(:r) =一e/升户μμd巾句i1忡Y1Ì'而F
奠中

r t HUZ μ
 

f -.", α
二
、
1
1
4

.
"
τ
-
"
"
 

-d-2 ri---­z f 
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是顶角函数在坐标表象的表示 q = p' - p. 

8.8 试证明在坐标表象的 GordOll 恒等式

F俨h EtRd-aa)-川4+blur-

Ä中。与 θ 分别是作用于左与布近邻函敬的算符 θ.

8.9 挎旋量 QED 的完全顶角函数为

尸(p'.p) = 俨 Fl ((/) + 乓止F阳2刘巾旷(问旷q2白2飞)
♂"71η t 
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其中 q = p' -p. σμν= ~b~飞俨]. F1(l) 与日(l) 为形状因子.试表明.能量 E >>1 
的电子在切始静止的质子上的弹性散射戳面算到内的 2 阶为

在 =4EZ(l+423)S叫[(可-￡时)mt- 券(F1 + F2)2Sjn2~] 
m 是电子质量， θ 是电俨散射动量 p' 与入射动量 p 的夹角.这就是 Rost'llbluth 公式-

8.10 征 QED 中.桐合常数 F 与动量参数 μ 有关系

ik (;'3 
μ-一=
。μ611' 2 . 

辛辛其中的正号变成负号，上式就变成
。e (':1 

μ 
δμ611'2 

试时ì~和l 比较这两个方在给出的搁合常敏 F 与动量标度 μ 的关系-

8.11 试证明对 Fermi 子的互逆关系 ir.νGη= 1.这里

-ó:.1 r 间， 11] 一一 ió :.l n'阳.71]
r.;， (x.y) 一气「一一一 G"(x.y) = 

Ólþ(X)Óψ (11) .- ,-. .?I ió巧(x)ióη (y)'

币 ψ]=w怖， η]- f dx(平η 叩)
其中 W[巧， 111 是 Fermi 子连通 Green 函数的生成泛函.

8.12 从关于连通 Green 函数生成泛函 W[J、巧， ηl 的泛函微分方程
óW . f_Ó饥 óW \

-λ口θ ~- {JμJμ- ie(ηη一一 )=0
μ óJ" - -.. ._\" óη6η/ 

直接求泛函微商.推出 Ward-T.础ahashi 恒等式.

(1)对川'的上述方程求花函微商泸州巧(y)óη(z ).试证明有 Green 函数的徽分方再

λ口。~G"，.归，弘 z) = ic!ó(x - y) - Ó(x - Z)]SF(y - Z) , 

其中

-ió2讥一ió3 \-.r
iSF(y - z) = 'C 1.."( ..,. \' G~(X; y. z) = ió巧(y)ió11(Z) ， _.",-,,,. -, ióJ叫x)ió巧(y )ió11( z) 

分别是 Fermi 子完全传播子和I QED :3点完全 Green 函数.

(2) 对{{:的泛函微分方程求 ó/ójν(川，然后令.1=巧 =η=0，试证明奋

λ曰:岛，，，， (X- y) = 注~ Ó(;r - 11) 
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其中

是光子完全传播子.

ib2 W 
iÐF j.tν (x - y) = 

ib .J1' (.r )ib .J~ (y) 

简明量子场论

(3) 把 3 点完全 Green 函敬 G~(I习，二)茬尽成 2 点完全 GreeI!函数(传播子) iDF 和l

iSF 与正规顶点 iP'(II: t飞川的职分

ω:y，.::) = Jωu'iÐFI'~(U - r)i印 U 叫川 - v) 圳，- .::) 

定义动量空间的 r，.(k;p'.p) 为

f升户户μd止由叫Ix
把它们代入上述 Green 函数的徽分方程'两边乘以 ei(-kx+p'y-p.) 并对 r ， y. Z 积

分，试证明有动量空间的关系

SF(p)凡rμ (k;p 十 k ， p)SF(p + k) = SF(p) - S r-(p + k) , 

从而得到 Warù-Takaha.-;~iÏ恒等式

kj.t rμ (k;p + k , p) = S正 l(p + k) - Si1(p) 

(4) 试分别画出上述二式的动量空间 Feynman 图.并叙述其物理含义-

9.1 试表明 Gell-Mann 矩阵川有 f:Ylj 关系，

川扣 i6α飞矶b=1 ， 2.....8
9.2 SU(η) 变换可以写成 u = ('iYaT‘ 

(1) 对于 SU(匀 ， T 1 = T , = ~σ\ i = 1. 2. :3. 旷是 Pauli 矩阵.试表明有[丑 . T)] = 

if协Tk‘其中 f'.Jk 是 3 阶完全反对称张量.

(2) 对于 SU(3) ‘ Ta = Ta = ~ λ气 a = 1. 2.....8. λa 是 Gell- !\lann 矩阵.试表明街

[Ta ,n] = ifabcTc ， 并算出其中的 fabc.

9.3 试用 Faddeev-Popov 方法求 M皿well 场 ζ = -~F，μνF阳在 Lorentz 规程的传播子，

并与直接用包含规植固定项的 ζ = -~Fj.t"Fμν- ~(θμAμ)2 求出的结果进行比较.

9.4 试求杨 -Mills 场 ζ -~F:"Fr 在辅向规范传播子的动量空间表辰，并与协变规吃的

结果进行比较-

9.5 有物质场的 Faddeev-Popov 拉氏密度在略去搁合项以后为

L = 1þ (i，'飞 -m)ψ+14|俨口一 (1 - ~)δ咿|巧巧"口η。2 -.. L\ E r - J 

取 Feynman 规范，试完成生成泣函中对规范场和鬼场的泛函积分，并根据所得结果来

讨论鬼场的作用.

9.6 试从 QCD 兰胶子搁合项 grbcA~A~aj.t A c " 写出其动量空间 Feynman 图因子，设兰

胶子的指标是 (μ 咽 α)，忡， b).(p， c)‘从顶点流出的动量是 p， q, k. 指出是哪一步用到了动
量从顶点流出这 J条件，
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9.1 试根据 BRST 变换验匠，对于场 φ 二札 ηa‘巧也都有 Q2φ=0， Q 是由 6φ= fQφ 定且

的 BRST 算符-

9.8 (1) 试证明在协变规范中有物质场的 Faddeev-Popov 拉氏密度

ζ=石协mM-jmz 一去们~)2 付D;γ

可以等效地写成

2 . ç ζ..!f二 ψ(iJ)- m)ψ-z(可ν)2 + ~(Ba)2 + BQal' A~ - 'iÎ旷Df矿、

其中 BO 是-个可对易的标量辅助场.这个场 BQ 有独立的动力学效应吗?

(2) 考虑上式中各个场的下列无限小变换，

bA~ 二 ED;V.

旷=护jCbcrl1/C
b't/' = 一igf1/UTOψ 咱

6扩 = fB o , óBO 
= 0, 

其中无限小参数 E 是 Grassmann 变量，与鬼场胁，弘以及 Fermi 子物质场 ψ，平

反对易.证明在上述 BRST 变换下拉氏密度 ζe何不变.

9.9 试计算二点鬼粒子顶角近似到单圈图，并给出鬼粒子场的重正化常数.

9.10 试证明 QCD Feynman 图的友观发散度也是 D=4-~F-B， F 是 Fermi 子(夸克

外线数， B 是 Bose 子(胶子)外线数.

9.11 试计算 QCD 单圈圈近似的重正化群系数，m =μθm/mθμ，并具体讨论夸克质量 m

随动量标度的跑动性质.

9.12 (1) 己知 μ=0 时 QED 搁含常数 n ~ 1/137.0、试估算 μ= mz = 9 1.2GeV 时 α(μ)

为多少?

(2) i式计算 QED 单固图近似的重正他群系数，m =μ街n/mθμ，并具体讨论电子质量

m 随动量标度的跑动性质.

10.1 试说明 Fermi 相互作用 LF = -GF[p (x)俨n(x)][ë(x)γI' Ve(x)] + h.c. 有哪些量守恒?

10.2 试表明用弱流)1' = ë-yμ(1 - ).5)νe 描述的电子 e 与中微子 Ve 都是左旋的.

10.3 试完成下列计算I tr[(, + me )r),(1- '5)如ρ(1- '5)]tr[(~ + ml')俨 (1- ，5)扣λ(1- ，5)]

10.4 试推导在 j 静止系中 μ←→ e 十飞 +V~ 衰变末态的电子能谱 dσ/d屿，略去电子

质量.

10.5 (1) 对于 Fermi 相互作用，试画出 μ 衰变过程的一些辐射修正的 Feynman 图

(2) 试画出 Fermi 相互作用引起的 π →「飞衰变的最低阶 Feynman 图

10.6 (1) 对于中间 Bose 子模型.试画出中子。衰变的二阶 Feynman 图.

(2) 已知重矢量场的拉氏密度为 ι= -~ FI'νFμ+ 4 m2AI' Aμ，几ν=θμAν 一 θ"Aμ

试求出中间 Bose 子模型的动量空间 Feynman 传播子.

10.1 考虑实际量场的旷模型，其拉氏密度为 ζ=i ι。伊φ- 4 m2φ2-i λ肘，它显然主
有变换 φ →一φ 的对称性.

(1) 试表明它对这个变换具有白发对称砾'缺.
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(2) 自发对称破缺后，粒子有没有质量?

10.8 考虑具有兰维内部空间的 d 模型，真拉氏密度为 ζ=θμφt ö"φ - 1n2φTφ-λ(φTφ)2 ， 

英中 φTφ=1φ12 =φ?+φ~+φ3. 

(1) 试表明它对整体规范变换具街白发对称破缺.

(2) 白发对称破缺后，有几种质量为苓的 Goldstone 粒子.有几种具有质量的粒子?

10.9 讨论自发对称破缺的另-做法.模型拉氏密度为

ζ =(Dμφ阳φm讪-λ仙)2-jRavFFAU

取 φ 在复平面的极坐标表~φ=ρe'θ. 冥中 ρ 与 θ 是实标量场，

Dμφ=(。归 +igAμ) peiθ = [8"ρ+iρ(8μθ 十 gA，， )]e'气

试讨论真空现范对称性的白发破缺，并给出 ζ {E么正规范的表达式.

10.10 考虑复标量场的旷模型，试分别求出在么正规坦和I R~ 规范中各个粒子的 FeynlllaJ l

传播子.

10.11 试写出 Weyl 哀象(手证哀象)的叩矩阵，手证投影算符 F气和1 PR ， 以及手证本fiE态

ψL 和 ψR.

10.12 试用 Dirac 方程的一般解验证有百L俨1LR =古R俨UL = 0, UL，"UL 并 O.

10.13 在 Glashow-Weinberg-Salam 模型中，搁合常数 gl ， g2 可以用 QED 钢合常数 e 和1

Weinberg 角 θw 来表示 1'2 = 4πα. 实验值为2

α= 1/137.03599911 、 siIIZθw = 0.23122. G F = 1.16637 X 10-5 GeV- 2 、

mw = ~O.403G仇;c2 ， T1!， =9 1.18ï6G内r jc2. 

( 1) 试用 e ， θw 和 I Ferrni 常敬 GF 的实验值估计、，V士和1 Z" 粒子的质量 1nw 和 17!z ，并

与官们的的实验值比较

(2) 试讨论实验值与理论值的差别所包含的物理，和改进理论计算的途径.

提示2 你的计算在微扰论中属于什么近似?进一步的改进需要考虑什么修正?

10.14 者实验表明物理的中微子有质量 Glashow-Weillberg-Salam 模型应如何修改?
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